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ОБ ЭЛЛИПТИЧНОСТИ ГИПЕРУПРУГИХ МОДЕЛЕЙ,

ВОССТАНАВЛИВАЕМЫХ ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАННЫМ

c© 2017 г. В.Ю. САЛАМАТОВА, Ю.В. ВАСИЛЕВСКИЙ

АННОТАЦИЯ. Условие эллиптичности уравнений равновесия играет важную роль для корректного опи-
сания механического поведения материала и является обязательным условием для проверки новых
определяющих соотношений. Ранее были предложены новые меры деформации, использование кото-
рых приводит к отсутствию корреляций между членами, что значительно упрощает восстановление
вида определяющих соотношений по экспериментальным данным. Одна из таких новых мер деформа-
ции основана на использовании QR-разложения градиента деформации. В данной работе исследуется
условие сильной эллиптичности для гиперупругого материала при использовании QR-разложения гра-
диента деформации.
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ВВЕДЕНИЕ

При решении задач механики деформируемого твердого тела на основе принципов механи-
ки сплошной среды необходимо задать определяющее соотношение (зависимость напряжений от
деформации) [4]. Определяющее соотношение полностью характеризует механическое поведение
исследуемого материала и является одним из уравнений, замыкающим систему уравнений, описы-
вающих движение деформируемого тела. Построение и исследование различных видов определяю-
щих соотношений для мягких тканей человека становится все актуальнее в связи с постановками
новых биомедицинских задач.

Для описания механического поведения мягких тканей используют подходы нелинейной теории
упругости [12], и, как правило, востребована модель гиперупругого материала, предполагающая
существование упругого потенциала, который полностью задает вид определяющего соотноше-
ния [12, 16]. Построению определяющих соотношений для мягких тканей посвящено огромное
количество работ, при этом нет единого рецепта, как выбрать правильное определяющее соот-
ношение. Стандартный подход к построению определяющих соотношений состоит в априорном
задании вида определяющего соотношения (из некоторого пула уже известных моделей) и нахож-
дении параметров модели методом фитирования на основе имеющихся экспериментальных данных
для исследуемого материала.

Вид определяющего соотношения в первую очередь зависит от определения меры деформации.
На данный момент предложено несколько мер деформаций [1]. При описании механики мягких
тканей общепринятой является мера деформации Коши—Грина. Как было показано в работе [5],
использование инвариантов этой меры деформации при задании определяющего соотношения при-
водит к корреляции членов определяющего соотношения и при стандартном подходе к построению
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определяющих соотношений порождает проблемы при обработке результатов экспериментов для
определения параметров модели. На данный момент существует ряд работ, в которых использова-
ние других мер деформаций при построении определяющих соотношений приводит к отсутствию
корреляций между членами [6,15,20]. Отсутствие корреляции позволяет непосредственно по экс-
периментальным данным найти так называемые функции отклика (response functions), которые
являются соответствующими производными упругого потенциала, и уже по ним восстанавливать
вид определяющих соотношений, без априорного задания его вида. Подход с использованием
функций отклика был первоначально предложен в классической работе [18], а в случае био-
мембран развит Хамфри [13]. Использование определяющих соотношений с некоррелирующими
членами в рамках подхода с функциями отклика является перспективным направлением иссле-
дований для описания механики мягких тканей, подход был успешно применен для описания
механического поведения кровеносного сосуда [15] и миокарда [7]. Однако, при использовании
новых мер деформаций в рамках данного подхода остаются вопросы теоретического характера,
связанные с ограничениями на вид упругого потенциала (и соответственно, функций отклика).

При написании определяющих соотношений должен быть выполнен ряд определенных условий,
обеспечивающих корректную постановку задачи [1, 2]. В частности, выполнение условия сильной
эллиптичности для упругого потенциала совпадает с условием эллиптичности системы дифферен-
циальных уравнений равновесия, эквивалентно действительности скоростей распространения волн
малой амплитуды в упругой среде [1] и является необходимым условием устойчивости равновес-
ной упругой деформации [14,17]. Для заданного потенциала сильная эллиптичность может иметь
место при определенных значениях градиента деформации и отсутствовать для других значений.
Выполнение условий эллиптичности играет важную роль для корректного описания механиче-
ского поведения материала [11], [2, с. 282]. Таким образом, при написании новых гиперупругих
моделей условие эллиптичности является одним из обязательных для проверки. В случае новых
мер деформации, приводящих к определяющим соотношениям с некоррелирующими членами, в
работе [19] исследовалось выполнение условия сильной эллиптичности для определяющих соот-
ношенияй, записанных в инвариантах, предложенных в [6].

Целью настоящей работы является изучение выполнения условия сильной эллиптичности для
определяющих соотношений, основанных на QR-разложении градиента деформаций [20]. Как было
отмечено выше, в случае определяющих соотношений с некоррелирующими членами вид упругого
потенциала может быть восстановлен непосредственно по экспериментальным данным. Получен-
ные в данной работе условия выполнения эллиптичности могут быть использованы для исследо-
вания корректности восстановленных гиперупругих моделей.

1. КИНЕМАТИКА

Рассмотрим область Ωt ⊂ R
3, занимаемую упругим телом в момент времени t (актуальная кон-

фигурация). Обозначим область в начальный момент времени как Ω0 (начальная конфигурация).
Также обозначим положение точки в отсчетной конфигурации как X = (X1, X2, X3) (лагранжевы
координаты), и положение точки в актуальной конфигурации как x = (x1, x2, x3) (эйлеровы коор-
динаты). Относительно декартова базиса {E1,E2,E3}, связанного с начальной конфигурацией Ω0,
и декартова базиса {e1, e2, e3}, связанного с актуальной конфигурацией Ωt, можем записать

X = XIEI , x = xiei. (1.1)

Здесь и далее будем подразумевать суммирование по повторяющимся индексам от 1 до 3, опуская
знак суммы.

Деформация упругого тела определяется как взаимно-однозначное отображение

φ : Ωs �→ Ωt,

так что в момент времени t

φ(X, t) : X �→ x = φ(X, t), где xi = xi(X1, X2, X3, t).

Соответствующие перeмещения имеют вид u(X, t) := x− φ(X, t).
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Одной из ключевых характеристик кинематики является градиент деформации F, который опре-
деляется как

F = F(X, t) =
∂φ

∂X
=
∂x

∂X
=

∂xi
∂XJ

ei ⊗EJ , (1.2)

где ⊗ обозначает тензорное произведение. Компоненты градиента деформации F записываются в
виде следующей матрицы:

Fij =
∂xi
∂XJ

, [Fij ] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂x1
∂X1

∂x1
∂X2

∂x1
∂X3

∂x2
∂X1

∂x2
∂X2

∂x2
∂X3

∂x3
∂X1

∂x3
∂X2

∂x3
∂X3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

На J = detF накладывают следующее ограничение:

J = detF > 0,

которое гарантирует существование F−1 и исключает самопроникновение тела при деформации.
Заметим, что градиент деформации связан с перемещениями точек тела u следующим образом:

F = I+
∂u

∂X
, (1.3)

где I— единичный тензор.
Большое применение при построении мер деформации нашло так называемое полярное разло-

жение градиента деформации F (см. [2]).

Теорема 1.1 (о полярном разложении обратимых матриц). Любая обратимая вещественная
матрица F может быть единственным образом представлена в виде

F = RU или F = VR, (1.4)

где R—ортогональная матрица, а U, V— симметричные положительно-определенные мат-
рицы.

Применение теоремы о полярном разложении к градиенту деформации позволяет выделить тен-
зор вращения R, правый тензор растяжения U и левый тензор растяжения V. Другими словами,
полную деформацию элемента материала можно рассматривать как суперпозицию жесткого вра-
щения и растяжения данного элемента.

2. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ УПРУГОГО ТЕЛА

Предполагая, что массовые силы отсутствуют, уравнения равновесия упругого материала имеют
вид [2]:

div(JTF−T ) = 0 в Ω0, (2.1)

TT = T, (2.2)

где T— тензор Коши (тензор истинных напряжений), J = detF. Для замыкания системы уравне-
ний (2.1) необходимо задать определяющее соотношение T = T(F,X) и соответствующие гранич-
ные условия.

Определяющее соотношение характеризует механическое поведение материала. В случае гипер-
упргого материала, когда состояние материала не зависит от пути нагружения, существует такой
упругий потенциал W (запасенная энергия деформации), что

T =
∂W

∂F
FT . (2.3)

Упругий потенциал должен удовлетворять требованию материальной независимости от системы
отсчета, т. е.

W (F) =W (QF) ∀ Q ∈ SO(3), (2.4)
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где SO(3)— собственная группа вращений трехмерного пространства. В случае, когда существует
симметрия физических свойств рассматриваемого материала, определяющие соотношения должны
быть инвариантны относительно всех преобразований материальных координат, принадлежащих
группе симметрии для данного материала. На вид функции энергии деформации (упругого потен-
циала) накладывается еще ряд ограничений, которые подробно описываются в работах [1,2,4]. На
исследовании одного из таких условий, а именно условии Лежандра—Адамара, мы остановимся
подробнее.

2.1. Условие Лежандра—Адамара. Предположим, что функция W (F) является дважды непре-
рывно дифференцируемой. После подстановки соотношений (2.3) и (1.3) в (2.1) уравнения равно-
весия (2.1) можно переписать в виде следующего уравнения относительно перемещений u(X, t):

Cijkl
∂2uk

∂Xi∂Xl
= 0, (2.5)

где Cijkl являются компонентами тензора упругости C(F)

C(F) =
∂2W

∂F∂F
; Cijkl = Cklij =

∂2W

∂Fij∂Fkl
. (2.6)

Отметим, что свойства тензора упругости C(F) определяют тип системы дифференциальных урав-
нений в частных производных второго порядка (2.5).

Определение 2.1 (условие Лежандра—Адамара). Функция энергии деформации W (F) приво-
дит к эллиптической системе уравнений равновесия, если выполняется следующее условие:

(a⊗ b) : C(F) : (a⊗ b) � 0, ∀a,b ∈ R
3\0. (2.7)

В случае строгого неравенства (2.7) является условием сильной эллиптичности системы уравнений
равновесия упругого тела.

Выполнение условия сильной эллиптичности эквивалентно действительности скоростей распро-
странения волн малой амплитуды в упругой среде [1], в то же время отсутствие эллиптичности
уравнений равновесия (2.5) подразумевает возможность потери гладкости решений уравнений рав-
новесия упругого тела [1, 14] и связано с потерей устойчивости упругого тела [14, 17]. Поэтому
при разработке новых определяющих соотношений для гиперупругого материала выполнение усло-
вия (2.7) является обязательным для проверки.

3. УПРУГИЙ ПОТЕНЦИАЛ

3.1. Меры деформации. Выше было указано одно из ограничений на вид упругого потенциа-
ла— материальная независимость от системы отсчета (2.4). Как показано в [2], для гиперупругих
материалов данное требование выполняется только тогда, когда функция запасенной энергии яв-
ляется некоторой функцией от FFT , т. е. W (F) = W̃ (FFT ). На практике стали широко исполь-
зоваться для характеристики деформации разные меры деформации. Например, правый тензор
деформации Коши—Грина

C = FTF = U2;

тензор деформации Лагранжа

E = (C− I)/2;

левый тензор Коши—Грина

B = FFT = V2;

логарифмическая мера (мера Генки)

EH = lnB/2 = ln(V); eH = lnC/2 = ln(U).

Здесь U,V— тензоры растяжения (деформации) полярного разложения градиента деформа-
ции (1.4).

В работе [20] автор предлагает использовать меру деформации, основанную не на полярном
разложении, а на QR-разложении градиента деформации. Достоинства данного подхода с точки
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зрения численного решения задач механики твердого тела обсуждаются в [10,20]. Главным досто-
инством с точки зрения задания определяющих соотношений является возможность построения
зависимости с некоррелирующими членами.

3.2. Мера деформации, основанная на QR-разложении градиента деформации. Кратко опи-
шем подход Сриниваса [20] для построения определяющих соотношений.

Теорема 3.1 (QR-разложение, см. [3]). Для любой невырожденной вещественной матрицы
F имеет место разложение

F = QR, (3.1)

где Q—ортогональная матрица, а R—верхнетреугольная матрица с положительными чис-
лами на диагонали.

Согласно теореме о QR-разложении для градиента деформации F, можем найти такую матрицу
Q = e′i ⊗Ei, что

QTF = F̃ =

i,j=1,2,3∑
i�j

F̃ijEi ⊗Ej , (3.2)

[
F̃ij

]
:=

⎛
⎝
F̃11 F̃12 F̃13

0 F̃22 F̃23

0 0 F̃33

⎞
⎠ ,

где e′i —новый ортонормированный базис, который можно получить методом ортогонализации
Грама—Шмидта системы векторов {FE1,FE2,FE3}.

Отметим, что градиент деформации F можно переписать в базисе {e′i ⊗Ej} как

F =

i,j=1,2,3∑
i�j

F̃ije
′
i ⊗Ej . (3.3)

Поскольку C = FTF = F̃T F̃, то компоненты тензора F̃ можно получить с помощью факториза-
ции Холецкого тензора деформаций Коши—Грина C:

F̃11 =
√
C11; F̃12 =

C12

F̃11

; F̃13 =
C13

F̃11

; (3.4)

F̃22 =

√
C22 − F̃ 2

12; F̃23 =
C23 − F̃12F̃13

F̃22

; F̃33 =

√
C33 − F̃ 2

13 − F̃ 2
23.

Тензор F̃, подобно тензорам U и V, характеризует деформацию тела как изменение расстояний
между точками, и все его компоненты имеют физический смысл [20]. В качестве мер деформации
принимаются следующие величины ξi, i = 1, . . . , 6:

ξ1 = ln F̃11, ξ2 = ln F̃22, ξ3 = ln F̃33, (3.5)

ξ4 =
F̃12

F̃11

, ξ5 =
F̃13

F̃11

, ξ5 =
F̃23

F̃22

;

упругий потенциал является функцией ξi:

W = ψ(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6). (3.6)

В силу равенств (3.4), понятно, что условие независимости материала от системы отсчета (2.4)
выполняется.
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4. УСЛОВИЕ ЭЛЛИПТИЧНОСТИ ДЛЯ УПРУГОГО ПОТЕНЦИАЛА В ИНВАРИАНТАХ СРИНИВАСА

Пусть a = aie
′
i и b = bkEk, тогда

H ≡ a⊗ b = aibke
′
i ⊗Ek. (4.1)

Перепишем условие сильной эллиптичности (2.7), учитывая (3.2), следующим образом:

H :
∂2W

∂F∂F
: H = (QTH) :

∂2W

∂F̃∂F̃
: (QTH) = (4.2)

=
∂2W

∂ξn∂ξm

(
∂ξn

∂F̃
: (QTH)

)(
∂ξm

∂F̃
: (QTH)

)
+
∂W

∂ξn

(
(QTH) :

∂2ξn

∂F̃∂F̃
: (QTH)

)
> 0.

Обозначим H̄ij = (e′i,HEj) = aibj , тогда условие (4.2) эквивалентно условию положительной
определенности квадратичной формы

H̄T Π H̄ > 0, (4.3)

где H̄ = (H11, H22, H33, H12, H23, H13)
T , и матрица Π определяется в (6.1), (6.2), см. приложение А.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 4.1. Необходимым и достаточным условием сильной эллиптичности (4.2) при за-
данной деформации является положительная определенность матрицы Π (6.1), (6.2).

Следствие 4.1. Необходимыми условиями для сильной эллиптичности являются следующие
ограничения на частные производные функции ψ:

Π11 =
1

F̃ 2
11

(
∂2ψ

∂ξ21
+ ξ24

∂2ψ

∂ξ24
+ ξ25

∂2ψ

∂ξ25
− 2ξ4

∂2ψ

∂ξ1∂ξ4
− 2ξ5

∂2ψ

∂ξ1∂ξ5
+ (4.4)

+ 2ξ4ξ5
∂2ψ

∂ξ4∂ξ5
− ∂ψ

∂ξ1
+ 2ξ4

∂ψ

∂ξ4
+ 2ξ5

∂ψ

∂ξ5

)
> 0;

Π22 =
1

F̃ 2
22

(
∂2ψ

∂ξ22
− 2ξ6

∂2ψ

∂ξ2∂ξ6
+ ξ26

∂2ψ

∂ξ26
− ∂ψ

∂ξ2
+ 2ξ6

∂ψ

∂ξ6

)
> 0;

Π33 =
1

F̃ 2
33

(
∂2ψ

∂ξ23
− ∂ψ

∂ξ3

)
> 0;

Π44 =
1

F̃ 2
11

∂2ψ

∂ξ24
> 0;

Π55 =
1

F̃ 2
22

∂2ψ

∂ξ26
> 0;

Π66 =
1

F̃ 2
11

∂2ψ

∂ξ25
> 0.

Доказательство следует из критерия положительной определенности матрицы Π. Согласно
неравенствам (4.4), необходимыми условиями эллиптичности гиперупругой модели в инвариан-
тах ξi, i = 1, . . . , 6 являются экспоненциальный рост функции ψ по ξ3 и выпуклость по ξ4, ξ5, ξ6.

Замечание 4.1. Проверка необходимых условий (4.4) для любого упругого потенциала, вос-
становленного по экспериментальным данным, позволит установить, не нарушается ли условие
сильной эллиптичности для исследуемого диапазона деформаций. В силу теоремы 4.1 достаточные
условия положительной определенности матрицы Π для заданной деформации также являются до-
статочными для выполнения условия сильной эллиптичности, однако не приведены здесь в общем
виде из-за своей громоздкости.

4.1. Случай ψ = ψ(ξ1, ξ2, ξ4). Рассмотрим выполнение необходимых условий для эллиптичности
для частного случая определяющих соотношений в двумерном случае.

Моделирование работы сердца представляет большой интерес для решения многих биомеди-
цинских задач. Механическое поведение различных участков сердца активно исследовалось и
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исследуется. Одним из таких участков является перикард (внешняя оболочка сердца, околосер-
дечная сумка). Согласно экспериментальным данным, перикард может считаться анизотропным
ортотропным материалом, т. е. существуют три взаимно перпендикулярные плоскости симметрии
свойств. Анизотропия свойств связана с сетью упругих волокон, расположенных в перикарде.

В работах [8,9] на основании экспериментальных данных было предложено определяющее соот-
ношение для перикарда. Предложенная мера деформации в [8] совпадает с ξ1, ξ2, ξ4, и полученное
соотношение для гиперупругого случая имеет вид

ψ(ξ1, ξ2, ξ4) = q1ξ1 + g1

(
e α1ξ1 − α1ξ1 − 1

α2
1

)
+ q2ξ2 + g2

(
e α2ξ2 − α1ξ2 − 1

α2
2

)
+ (4.5)

+ α3ξ
2
1ξ

2
2 + α4ξ

2
1ξ

3
2 + ξ24G(ξ1, ξ2, ξ

2
4),

где q1 = 1,78 кПа, q2 = 0,7 кПа, g1 = 146 кПа, g2 = 85 кПа, α1 = α2 = 23,5, α3 = 5550 кПа, α4 =
26400 кПа. Функция G(ξ1, ξ2, ξ24) из (4.5) не может быть определена на основании использованного
набора экспериментальных данных (эксперимент проводился при ξ4 = 0). Необходимые условия
для сильной эллиптичности для случая упругого потенциала (4.5) перепишутся как

∂2ψ

∂ξ21
+ ξ24

∂2ψ

∂ξ24
− 2ξ4

∂2ψ

∂ξ1∂ξ4
− ∂ψ

∂ξ1
+ 2ξ4

∂ψ

∂ξ4
> 0; (4.6)

∂2ψ

∂ξ22
− ∂ψ

∂ξ2
> 0;

∂2ψ

∂ξ24
> 0.

Второе неравенство (4.6) соотносится с известным фактом увеличения жесткости мягких тка-
ней при больших растяжениях [12], что выражается в экспоненциальном законе при описании
их механического поведения. Отметим, что упругий потенциал (4.5) при ξ4 = 0 соответствует
определяющему соотношению для некоторого изотропного материала, которое выражается в виде
некоторой функции ψiso = ψiso(ξ1, ξ2). При этом необходимые условия в виде экспоненциального
роста ψ по ξ1 и по ξ2 выполняются, и, более того, ψiso будет удовлетворять условию сильной
эллиптичности для любых значений ξ1, ξ2.

Для описания механического поведения перикарда при различных значениях ξ1, ξ2, ξ4 необхо-
димо найти функцию G(ξ1, ξ2, ξ

2
4) из (4.5) на основании экспериментальных данных, при которых

ξ4 
= 0. При этом условия (4.6) накладывают ограничения на вид функции G(ξ1, ξ2, ξ
2
4), чтобы

выполнялось условие эллиптичности уравнений равновесия. В силу замечания 4.1 и общего вида
функции G(ξ1, ξ2, ξ24) исследование достаточных условий эллиптичности уравнений не приведено.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнение условий сильной эллиптичности для гиперупругого материала непосредственно
связано с корректным описанием механического поведения материала. Данное условие являет-
ся необходимым условием устойчивости равновесной упругой деформации. Одним из главных
следствий выполнения условия сильной эллиптичности является вещественность скорости распро-
странения волн в материале. В данной работе было исследовано условие сильной эллиптичности
для определяющих соотношений гиперупргого материала в случае меры деформации, основанной
на QR-разложении градиента деформации. Выполнение условия сильной эллиптичности эквива-
лентно положительной определенности матрицы, вид которой был получен в статье. Были полу-
чены необходимые условия, накладывающие ограничения на вид упругого потенциала в новых
инвариантах, для выполнения условия сильной эллиптичности. В частности, для предложенной
ранее гиперупругой модели перикарда, восстановленной по экспериментальным данным, получены
ограничения на вид упругого потенциала.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ 17-71-10102.
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6. ПРИЛОЖЕНИЕ А

6.1. Производные инвариантов. Поскольку

ξ1 = ln F̃11, ξ2 = ln F̃22, ξ3 = ln F̃33, ξ4 =
F̃12

F̃11

, ξ5 =
F̃13

F̃11

, ξ5 =
F̃23

F̃22

,

то соответствующие производные запишутся следующим образом:

∂ξ1

∂F̃ij

=
1

F̃11

δi1δj1;
∂ξ2

∂F̃ij

=
1

F̃22

δi2δj2;
∂ξ3

∂F̃ij

=
1

F̃33

δi3δj3;

∂ξ4

∂F̃ij

=
1

F̃11

δi1δj2 − F̃12

F̃ 2
11

δi1δj1;

∂ξ5

∂F̃ij

=
1

F̃11

δi1δj3 − F̃13

F̃ 2
11

δi1δj1;

∂ξ6

∂F̃ij

=
1

F̃22

δi2δj3 − F̃23

F̃ 2
22

δi2δj2,

где δij — символ Кронекера.

6.2. Матрица Π. Пусть

H1 = e′1 ⊗E1, H2 = e′2 ⊗E2, H3 = e′3 ⊗E3,

H4 = e′1 ⊗E2, H5 = e′2 ⊗E3, H6 = e′1 ⊗E3,

тогда матрица Π определяется как

Π =

[
(QTHα) :

∂2W

∂F̃∂F̃
: (QTHβ)

]

6×6

. (6.1)

Будем считать, что

∂2ψ

∂ξi∂ξj
=

∂2ψ

∂ξj∂ξi
.

Учитывая, что Πij = Πji, получим следующие выражения для элементов матрицы Π:

Π11 =
∑

n=1,4,5

∑
m=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξm

∂ξn

∂F̃11

∂ξm

∂F̃11

+
∑

n=1,4,5

∂ψ

∂ξn

∂2ξn

∂F̃11∂F̃11

; (6.2)

Π12 =
∑

n=1,4,5

∑
m=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξm

∂ξn

∂F̃11

∂ξm

∂F̃22

;

Π13 =
∑

n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ3

∂ξn

∂F̃11

∂ξ3

∂F̃33

=
1

F̃33

∑
n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ3

∂ξn

∂F̃11

;

Π14 =
∑

n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ4

∂ξn

∂F̃11

∂ξ4

∂F̃12

+
∂ψ

∂ξ4

∂2ξ4

∂F̃11∂F̃12

=
1

F̃11

∑
n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ4

∂ξn

∂F̃11

− 1

F̃ 2
11

∂ψ

∂ξ4
;

Π15 =
∑

n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ6

∂ξn

∂F̃11

∂ξ6

∂F̃23

=
1

F̃22

∑
n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ6

∂ξn

∂F̃11

;

Π16 =
∑

n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ5

∂ξn

∂F̃11

∂ξ5

∂F̃13

+
∂ψ

∂ξ5

∂2ξ5

∂F̃11∂F̃13

=
1

F̃11

∑
n=1,4,5

∂2ψ

∂ξn∂ξ5

∂ξn

∂F̃11

− 1

F̃ 2
11

∂ψ

∂ξ5
;
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Π22 =
∑
n=2,6

∑
m=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξm

∂ξn

∂F̃22

∂ξm

∂F̃22

+
∑
n=2,6

∂ψ

∂ξn

∂2ξn

∂F̃22∂F̃22

;

Π23 =
∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ3

∂ξn

∂F̃22

∂ξ3

∂F̃33

=
1

F̃33

∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ3

∂ξn

∂F̃22

;

Π24 =
∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ4

∂ξn

∂F̃22

∂ξ4

∂F̃12

=
1

F̃11

∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ4

∂ξn

∂F̃22

;

Π25 =
∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ6

∂ξn

∂F̃22

∂ξ6

∂F̃23

+
∂ψ

∂ξ6

∂2ξ6

∂F̃22∂F̃23

=
1

F̃22

∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ6

∂ξn

∂F̃22

− 1

F̃ 2
22

∂ψ

∂ξ6
;

Π26 =
∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ5

∂ξn

∂F̃22

∂ξ5

∂F̃13

=
1

F̃11

∑
n=2,6

∂2ψ

∂ξn∂ξ5

∂ξn

∂F̃22

;

Π33 =
∂2ψ

∂ξ23

(
∂ξ3

∂F̃33

)2

+
∂ψ

∂ξ3

∂2ξ3

∂F̃33∂F̃33

=
1

F̃ 2
33

∂2ψ

∂ξ23
− 1

F̃ 2
33

∂ψ

∂ξ3
;

Π34 =
∂2ψ

∂ξ3∂ξ4

∂ξ3

∂F̃33

∂ξ4

∂F̃12

=
1

F̃33

1

F̃11

∂2ψ

∂ξ3∂ξ4
;

Π35 =
∂2ψ

∂ξ3∂ξ6

∂ξ3

∂F̃33

∂ξ6

∂F̃23

=
1

F̃33

1

F̃22

∂2ψ

∂ξ3∂ξ6
;

Π36 =
∂2ψ

∂ξ3∂ξ5

∂ξ3

∂F̃33

∂ξ5

∂F̃13

=
1

F̃33

1

F̃11

∂2ψ

∂ξ3∂ξ5
;

Π44 =
∂2ψ

∂ξ24

(
∂ξ4

∂F̃12

)2

=
1

F̃ 2
11

∂2ψ

∂ξ24
;

Π45 =
∂2ψ

∂ξ4∂ξ6

∂ξ4

∂F̃12

∂ξ6

∂F̃23

=
1

F̃11

1

F̃22

∂2ψ

∂ξ4∂ξ6
;

Π46 =
∂2ψ

∂ξ4∂ξ5

∂ξ4

∂F̃12

∂ξ5

∂F̃13

=
1

F̃ 2
11

∂2ψ

∂ξ4∂ξ5
;

Π55 =
∂2ψ

∂ξ26

(
∂ξ6

∂F̃23

)2

=
1

F̃ 2
22

∂2ψ

∂ξ26
;

Π56 =
∂2ψ

∂ξ6∂ξ5

∂ξ6

∂F̃23

∂ξ5

∂F̃13

=
1

F̃11

1

F̃22

∂2ψ

∂ξ6∂ξ5
;

Π66 =
∂2ψ

∂ξ25

(
∂ξ5

∂F̃13

)2

=
1

F̃ 2
11

∂2ψ

∂ξ25
.
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Abstract. The condition of ellipticity of the equilibrium equation plays an important role for correct
description of mechanical behavior of materials and is a necessary condition for new defining relationships.
Earlier, new deformation measures were proposed to vanish correlations between the terms, that
dramatically simplifies restoration of defining relationships from experimental data. One of these new
deformation measures is based on the QR-expansion of deformation gradient. In this paper, we study the
strong ellipticity condition for hyperelastic material using the QR-expansion of deformation gradient.
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