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1 Ââåäåíèå

Ðåøàåì ñèñòåìó

Ax = b, A ∈ RN×N x ∈ RN , b ∈ RN

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà CG, ðàññìîòðåííîãî íà ïðîøëîé ëåêöèè, çàâèñèò

îò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.

LU = C ≈ A

Ax = b

AC−1y = b, x = C−1y

Ïðîáëåìà ìåòîäà ILU - ìàëûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò.

Èçó÷èì ìåòîäû, êîòîðûå ïîìîãóò íàì îáîéòè ýòè ïðîáëåìû.

Ïóñòü As = DLADR, ãäå DL è DR - íåâûðîæäåííûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. DL

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñòðîê, à DR - ìàòðèöåé ìàñøòàáèðîâàíèÿ

ñòîëáöîâ.

Ïðîñòîé ïîäõîä - ìåòîä Ñèíêõîðíà.

Asy = r, r = DLb, x = DRy

As = Cs + ϵs = LU + ϵs, AsC
−1
s z = r

2 Ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèå

Ïóñòü Σ - ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, N .

Îïðåäëåíèå 1. Äëÿ σ ∈ Σ ìàòðèöà Pσ ðàçìåðà N ×N åñòü ìàòðèöà ïåðåñòà-

íîâîê

(Pσ)ij =

{
1, j = σ(i),

0, èíà÷å;

B = PσA ïîëó÷àåòñÿ èç A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê, òàêîé ÷òî ýëåìåíò aσ(i)i íàõî-
äèòñÿ íà äèàãîíàëè.

B = PσAP
T
σ - ñèììåòðè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà. Åñëè ìàòðèöà A áûëà ñèììåòðè÷íîé,

òî è B - ñèììåòðè÷íàÿ.

Îïðåäëåíèå 2. Íàçîâ¼ì π ∈ Σ òðàíñâåðñàëüþ, åñëè aπ(i)i ̸= 0 ∀i ∈ 1, N .
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Ëåììà 1. Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà, òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì îäíà

òðàíñâåðñàëü.

Îïðåäëåíèå 3. Òðàíñâåðñàëü π íàçûâàåòñÿ äîìèíàíòíîé, åñëè

N∏
j=1

|aπ(j)j| = max
σ∈Σ

N∏
j=1

|aσ(j)j|

Ëåììà 2. Ïóñòü DL è DR - íåâûðîæäåííûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, à π - äîìè-

íàíòíàÿ òðàíñâåðñàëü äëÿ ìàòðèöû A. Òîãäà π òàê æå ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíîé

òðàíñâåðñàëüþ äëÿ ìàòðèöû B = DLADR.

Òåîðåìà 1. Äëÿ H-ìàòðèö, äèàãîíàëüíî-äîìèíàíòíûõ ìàòðèö, ñèììåòèðè÷íî

ïîëîæèòåëüíî îïðåäëåííûõ ìàòðèö, Pπ = I - óíèêàëüíàÿ äîìèíàíòíàÿ òðàíñ-

âåðñàëü.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìû íàéä¼ì π - òî ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ìàòðèöó.

Îïðåäëåíèå 4. Íàçîâ¼ì A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ N - I-ìàòðèöåé, åñëè

|aii| = 1 ∀i ∈ 1, N

|aij| ≤ 1 ∀i ̸= j ∈ 1, N

Îïðåäëåíèå 5. Íàçîâ¼ì A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ N - ñòðîãîé I-ìàòðèöåé, åñëè

|aii| = 1 ∀i ∈ 1, N

|aij| < 1 ∀i ̸= j ∈ 1, N

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé íå ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ïåðåóïîðÿäî÷è-

âàíèå P è DL, DR - íåâûðîæäåííûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, òàêèå ÷òî PDLADR

- I-ìàòðèöà, ïðè÷¼ì P , DL, DR ìîãóò áûòü âû÷èñëåííû çà O(N3)(íà ïðàêòèêå

çà O(N2,25)).

Îïðåäëåíèå 6. Ââåä¼ì C = (cij), 1 ≤ i, j ≤ N ,

cij =

{
logmax |aij| − log |aij|, aij ̸= 0,

+∞, èíà÷å;

Ëåììà 3. Òðàíñâåðñàëü π - äîìèíàíòíàÿ äëÿ A, åñëè
N∑
j=1

cπ(j)j ìèíèìàëüíà â C

∀σ ∈ Σ, ãäå cσ(j)j < +∞, j ∈ 1, N .

3 Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ìû õîòèì íàéòè xij ∈ R, i ∈ V1, j ∈ V2, ãäå

G = {V1, V2, E},

V1, V2 = {1, ..., N},
E = {(i, j) | cij < +∞},
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ìèíèìèçèðóÿ
∑

(i,j)∈E
cijxij, ïðè óñëîâèÿõ

∑
j∈V2, (i,j)∈E

xij = 1, i ∈ V1

∑
i∈V1, (i,j)∈E

xij = 1, j ∈ V2

∑
(i,j)̸∈E

xij = 0,

xij ≥ 0, i ∈ V1, j ∈ V2

Òåîðåìà 3. 1. Åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðåøèìà, òî ñóùå-

ñòâóåò x∗, òàêîé ÷òî x∗
ij ∈ (0, 1], i ∈ V1, j ∈ V2 è M∗ = {(i, j) | x∗

ij = 1} -

îïòèìàëüíîå ñîîòâåòñòâèå.

2. Ëþáîå îïòèìàëüíîå M∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ.

3. M∗ îïòèìàëüíî, åñëè ui, i ∈ V1 è vj, j ∈ V2 ñóùåñòâóþò ñ óñëîâèÿìè

ui + vj ≤ cij, (i, j) ∈ E,

ui + vj = cij, (i, j) ∈ M∗.

Èçìåí¼ííûé ïóòü ĉij = cij − ui − vj ≥ 0, ∀(i, j) ∈ E.
Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè:

∑
(i,j)∈E

ĉij → min.

Ëåììà 4. Ïóñòü π - äîìèíàíòíàÿ òðàíñâåðñàëü äëÿ A, îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòâåò-

ñòâèåì M∗, DL, DR - äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, òàêèå ÷òî

DL
ii =

expui

max
j∈1,N

aij
, ∀i ∈ 1, N,

DR
jj = exp vj, ∀j ∈ 1, N,

òîãäà B = PπDLADR - I-ìàòðèöà.

Ëåììà 5. Äîïóñòèì q ∈ RN óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ĉπ(j)k + qj − qk ≥ 0, ∀j, k ∈ 1, N.

Òîãäà

DL
π(j)π(j) =

exp(−(uj + qj))

|aπ(j)j|
,

DR
jj = exp(vj + qj),

çàäà¼ò ìàñøòàáèðîâàíèå, òàêîå ÷òî B = PπDLADR - I-ìàòðèöà.

Áîëåå òîãî ĉπ(j)k + qj − qi > 0, îòêóäà ñëåäóåò

DL
π(j)π(j)|aπ(j)k|DR

kk < 1.
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