
Ëåêöèè 7-8: Ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä

1 Íåïîëíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ

Ðåøàåì ñèñòåìó âèäà
Ax = b, (1)

ãäå A ∈ RN×N ìàòðèöà, x, b ∈ RN âåêòîðà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâèì åå â áëî÷íîì âèäå:

A =

[
B F
E C

]
, x =

[
u
y

]
, b =

[
f
g

]
, (2)

ãäå B ∈ RK×K , C ∈ RL×L, F,ET ∈ RK×L, K + L = N . Òàê æå âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ïåðåóïîðÿ-
äî÷èâàíèÿ A = P TAQ, êîòîðîå ïðèâîäèò ñèñòåìó ê áëî÷íîìó âèäó, òàêîìó, ÷òî áëîê B ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì è õîðîøî îáóñëîâëåííûì.

Òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä: [
B F
E C

] [
u
y

]
=

[
f
g

]
. (3)

Ïîñëå K øàãîâ ILU -ôàêòîðèçàöèè áëî÷íîå LDU ðàçëîæåíèå èìååò âèä:[
B F
E C

]
=

[
L̃B

L̃E I

] [
D̃B

S̃

] [
ŨB ŨF

I

]
+ EK = L̃KD̃KŨK + EK , (4)

ãäå L̃B, Ũ
T
B - íèæíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, D̃B - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à S̃ ≈ S = C −EB−1F

- ïðèáëèæåíèå ê äîïîëíåíèþ ïî Øóðó. Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ äîïîëíåíèÿ ïî
Øóðó S̃:

� S-âåðñèÿ: S̃ = − L̃ED̃EŨF .

� T-âåðñèÿ: T̃ =
[
−L̃EL̃

−1
B I

]
A

[
−Ũ−1

B ŨF

I

]
.

Çàìå÷àíèå 1.1. Âòîðîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèþ îïåðàòîðà Ãàëåðêèíà â

àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäå ñ ïðèáëèæåíèåì ê èäåàëüíûì îïåðàòîðàì ñóæåíèÿ

R =
[
−EB−1 I

]
è ïðîëîíãàöèè P =

[
−B−1F I

]T
.

Ïóñòü L̃l−1D̃l−1Ũl−1 èçâåñòíî. Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå l-ãî øàãà ôàêòîðèçàöèè ñ îòáðàñûâà-
íèåì ñòîëáöà βv èç l-ãî ñòîëáöà L (îáîçíà÷èì e) è ñòðîêè βw èç l-îé ñòðîêè U (îáîçíà÷èì
fT ):

L̃lD̃lŨl =

 L̃Bl−1

L̃El−1

[
1

e
β
− v I

] ×

 D̃Bl−1 [
β

S̃l

] ×

 ŨBl−1
ŨFl−1[

1 fT

β
−wT

I

]  =

=

[
L̃Bl−1

L̃El−1
I

]
×

 D̃Bl−1 [
β fT − βw

e− βv Ĉ

] ×
[
ŨBl−1

ŨFl−1

I

]
=

= L̃l−1D̃l−1Ũl−1 − v̂βeTl − elβŵ
T ,

(5)
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ãäå el = [0 . . . 1 . . . 0]T - âåêòîð ñ åäèíèöîé â ïîçèöèè l, à v̂ è ŵT âåêòîðû v è wT , äîïîëíåííûå
âíà÷àëå l − 1 íóëåì.

Äàííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ àíàëîãè÷íà IKJ-âåðñèè âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèè, â êîòîðîé íà êàæ-
äîì øàãå èñêëþ÷åíèé âûïîëíÿåòñÿ îäíîðàíãîâûå èñêëþ÷åíèÿ èç ïðàâîãî-íèæíåãî áëîêà ìàò-
ðèöû.

Â ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ äîïîëíåíèå ïî Øóðó èìååò âèä

� S-âåðñèÿ: S̃l = Ĉ − (e− βv)β−1(f − βw)T ,

� T-âåðñèÿ: T̃l =
[
− e

β
+ v I

]
S̃l−1

[
− f

β
+w I

]
= Ĉ − efT

β
+ βvwt.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó âñåõ îòáðàñûâàíèé èç L è U çà V ∈ RN×N è W ∈ RN×N . Íà l-îì øàãå
èñêëþ÷åíèÿ çàïîëíÿåòñÿ ñòîëáåö Vl = Vl−1 + v̂eTl â ìàòðèöå V è ñòðîêà Wl = Wl−1 + elŵ

T .

Ëåììà 1.1. Îøèáêà ôàêòîðèçàöèè EK ïîñëå K øàãîâ ôàêòîðèçàöèè èìååò âèä

� S-âåðñèÿ: EK = VKD̃BK
+ D̃BK

WK.

� T-âåðñèÿ: EK = VKD̃BK
ŨK + L̃KD̃BK

WK

Îøèáêà îáðàùåíèÿ FK , âàæíàÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ,
èìååò âèä: FK = L̃−1

K EKŨ−1
K .

Ñëåäñòâèå 1.1. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 îøèáêà îáðàùåíèÿ FK èìååò âèä:

� S-âåðñèÿ: FK = L̃−1
K VKD̃BK

Ũ−1
K + L̃−1

K D̃BK
WKŨ−1

K .

� T-âåðñèÿ: FK = L̃−1
K VKD̃BK

+ D̃BK
WKŨ−1

K

Â VK çàïîëíåíû òîëüêî ïåðâûå K ñòðîê, à âWK - òîëüêî ïåðâûå K ñòîëáöîâ. Òàêèì îáðàçîì,
â ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ äëÿ T-âåðñèè íåò îøèáêè â ïðàâîì íèæíåì áëîêå, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü
ïðî S-âåðñèþ.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðåäïîëîæèì1, ÷òî ∥L̃−1
l ∥ ≤ κ è ∥Ũ−1

l ∥ ≤ κ íà øàãàõ l = 1, . . . , K, ãäå κ >
0 - çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Îáîçíà÷èì d̃l - âåäóùèé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò â ïðèáëèæåíèè ê

äîïîëíåíèþ ïî Øóðó íà øàãå l.

� S-âåðñèÿ: ïóñòü s̃lj è s̃il äëÿ i, j > l - çíà÷åíèÿ â ñòðîêå è ñòîëáöå â äîïîëíåíèè ïî Øóðó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè îòáðàñûâàþòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî

κ2|s̃lj| ≥ ϵ|d̃l|, κ2|s̃il| ≥ ϵ|d̃l|, (6)

òîãäà îøèáêà îáðàùåíèÿ FK =
∑K

l FL,l +
∑K

l FU,l, ãäå FL,l è FU,l îäíîðàíãîâûå ìàòðèöû,

÷üè çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åíû ϵ|d̃l|.

� T-âåðñèÿ: ïóñòü t̃lj è t̃il äëÿ i, j > l - çíà÷åíèÿ â ñòðîêå è ñòîëáöå â äîïîëíåíèè ïî Øóðó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè îòáðàñûâàþòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî

κ|t̃lj| ≥ ϵ|d̃l|, κ|t̃il| ≥ ϵ|d̃l|, (7)

òîãäà îøèáêà îáðàùåíèÿ FK = FL,KD̃BK
+ D̃BK

FU,K, ãäå

max
i,j

(
eTi FL,Kej

)
≤ ϵ,

max
i,j

(
eTi FU,Kej

)
≤ ϵ.

(8)

1Âû÷èñëåíèå íîðì îáðàòíûõ ôàêòîðîâ ðàññìàòðèâàëîñü â ëåêöèè ïðî íåïîëíóþ ôàêòîðèçàöèþ.
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2 Ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä

Ì-âåðñèÿ ôàêòîðèçàöèè:

� S-âåðñèÿ ôàêòîðèçàöèè äî øàãà K äëÿ âûïîëíåíèÿ èñêëþ÷åíèé 2.

� T-âåðñèÿ ôàêòîðèçàöèè íà øàãå K äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó.

Îáîçíà÷èì ñèñòåìó íà âåðõíåì óðîâíå çà A1 = A. Ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä ôàêòîðèçàöèè íà
îñíîâå M-âåðñèè:

1. Çàäàäèì η = 1.

2. Ïåðåóïîðÿäî÷èâàåì è ìàñøòàáèðóåì ñèñòåìó DLP
TAηQDR =

[
B F
E C

]
3. Âûïîëíèì ôàêòîðèçàöèþ äî øàãà K:[

B F
E C

]
=

[
L̃B

L̃E I

] [
D̃B

S̃

] [
ŨB ŨF

I

]
+ EK (9)

4. Âû÷èñëèì äîïîëíåíèå ïî Øóðó ïðè ïîìîùè T-âåðñèè:

M̃ =
[
−L̃EL̃

−1
B I

]
A

[
−Ũ−1

B ŨF

I

]
. (10)

5. Îáîçíà÷èì Aη+1 = M̃ .

6. Åñëè Aη+1 âåëèêî äëÿ ïðÿìîé ôàêòîðèçàöèè, òî

� óâåëè÷èì η = η + 1 è âåðíåìñÿ íà âòîðîé øàã,

� èíà÷å ïîñ÷èòàåì A−1
η+1 è îñòàíîâèìñÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè ôàêòîðèçàöèè äëÿ âñåé ìàòðèöû A ñ îöåíêîé íîðì îáðàò-

íûõ ôàêòîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ôàêòîðèçîâàííûìè òîëüêî òå ñòðîêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

∥L−1
l ∥ ≤ κ è ∥U−1

l ∥ ≤ κ, à îñòàëüíûå ñòðîêè ñ÷èòàòü íå ôàêòîðèçîâàííûìè è ïðîïóñêàòü â

ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ èñêëþ÷åíèé. Ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïåðåóïîðÿäî÷èì ìàòðèöó òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû äëÿ ïåðâûõ K ñòðîê âûïîëíÿëîñü ∥L−1
K ∥ ≤ κ è ∥U−1

K ∥ ≤ κ, ÷òî ïîçâîëèò âûïîëíèòü

óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 1.2.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 îøèáêà îáðàùåíèÿ èìååò âèä:

� Ì-âåðñèÿ:

FK = L̃−1
K VKD̃BK

Ũ−1
K + L̃−1

K D̃BK
WKŨ−1

K −Π
(
L̃−1

K VKD̃BK
Ũ−1
K + L̃−1

K D̃BK
WKŨ−1

K

)
Π, (11)

ãäå Π =

[
0

I

]
è 0 - ìàòðèöà ðàçìåðà K ×K.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ M-âåðñèè íåò îøèáêè â ïðàâîì íèæíåì áëîêå.
Â ôàêòîðèçàöèè (9) ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò âû÷èñëåííûõ ñ îòáðàñûâàíèåì L̃E è ŨB. Òîãäà

ôàêòîðèçàöèÿ [
B F
E C

]
=

[
L̃B

EŨ−1
B D̃−1

B I

] [
D̃B

S̃

] [
ŨB D̃−1

B L̃−1
B F

I

]
+ EK , (12)

2Èñêëþ÷åíèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïîìîùè ôàêòîðèçàöèè Êðàóòà, êîòîðàÿ íå ñòðîèò äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó.
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ôàêòè÷åñêè ìû ó÷èòûâàåì òîëüêî îòáðàñûâàíèÿ â ëåâîì-âåðõíåì áëîêå.

Òîãäà îøèáêà èìååò âèä EK =

[
∗

∗

]
.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöû îòáðàñûâàíèÿ â áëî÷íîì âèäå:

VK =

[
VB

VE 0

]
,WK =

[
WB WF

0

]
, (13)

ãäå 0 - íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà L× L.

Òåîðåìà 2.1. Äîïóñòèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12). Ïóñòü ìàòðèöû

îòáðàñûâàíèÿ VK è WK èìåþò âèä (13). Òîãäà îøèáêà îáðàùåíèÿ èìååò âèä:

� S-âåðñèÿ:

FK = L̃−1
K

[
VBD̃B + D̃BWB

0

]
Ũ−1
K (14)

� Ì-âåðñèÿ:

FK = L̃−1
K

[
VBD̃B + D̃BWB

0

]
Ũ−1
K −ΠL̃−1

K

[
VBD̃B + D̃BWB

0

]
Ũ−1
K Π (15)

Äëÿ T-âåðñèè âèä FK ñëîæíûé, íî îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ îòáðàñûâàíèÿ íà ïðàâûé-íèæíèé
áëîê ïîòåðÿåòñÿ.

2.1 Îøèáêà ñ íèæíèõ óðîâíåé

Äîïóñòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè ïîñëå óïîðÿäî÷èâàíèÿ P T
C S̃QC = LCDCUC+

EC íà ãðóáîì óðîâíå èìååì îøèáêó îáðàùåíèÿ FC = L−1
C ECU−1

C .
Òîãäà îøèáêà îáðàùåíèÿ íà âåðõíåì óðîâíå ïðèíèìàåò âèä:[

I
L−1
C P T

C

]
L−1

K AU−1
K

[
I

QCU
−1
C

]
=

=

[
DB

DC

]
+

[
I

L−1
C P T

C

]
FC

[
I

QCU
−1
C

]
+

[
I

FC

] (16)

2.2 Îøèáêè â äîïîëíåíèè ïî Øóðó ïðè îòáðàñûâàíèè

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè îøèáêó îáðàùåíèÿ FK . Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìíîãîóðîâíåãî ìåòîäà âàæ-
íîé ÿâëÿåòñÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó. Ïðè íèçêîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñè-
ñòåìà íà íèæíèõ óðîâíÿõ ìîæåò ñòàòü ñèíãóëÿðíîé.

Äîïóñòèì, ïîñëå K øàãîâ ôàêòîðèçàöèè ìû èìååì íåïîëíîå ðàçëîæåíèå A = L̃KD̃KŨK + ẼK

è ïîëíîå ðàçëîæåíèå A = LKDKUK , ãäå

LK =

[
LB

LE I

]
,UK =

[
UB UF

I

]
,DK =

[
DB

S

]
, (17)

ãäå LB, U
T
B - íèæíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, DB - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à S - òî÷íîå äîïîëíåíèå

ïî Øóðó.
Ðàññìîòðèì ïðàâûé íèæíèé áëîê äëÿ L̃KLKDKUKŨ−1

K = D̃K + FK :

S̃ = S − L̃EL̃
−1
B (LB − L̃B)DB(UB − ŨB)Ũ

−1
B ŨF −

[
0 I

]
FK

[
0
I

]
. (18)

Ïîëó÷èì, ÷òî îøèáêà â äîïîëíåíèè ïî Øóðó çàâèñèò îò:
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� Îøèáêè â ôàêòîðèçàöèè èç-çà îòáðàñûâàíèÿ â ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ LB− L̃B è UB−
ŨB;

� Îøèáêè îáðàùåíèÿ â ÷ëåíå
[
0 I

]
FK

[
0
I

]
, êîòîðàÿ çàâèñèò îò îòáðàñûâàíèÿ è âåðñèè

âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó;

� Íîðì ∥LEL
−1
B ∥ è U−1

B UF , êîòîðûå çàâèñÿò îò íîðì îáðàòíûõ ôàêòîðîâ ∥L̃−1
K ∥ ≤ κ, ∥Ũ−1

K ∥ ≤
κ.

Îáîçíà÷èì Sl = {sij}, S̃l = {s̃lij, M̃ l = {m̃l
ij}, T̃ l = {t̃lij} - çíà÷åíèÿ â òî÷íîì è ïðèáëèæåí-

íûõ ñ ïîìîùüþ {S,M,T}-âåðñèÿ äîïîëíåíèÿõ ïî Øóðó ïîñëå l = 1 . . . k øàãîâ ôàêòîðèçàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îãðàíè÷åíû

γ ≤ |s̃mll |, |m̃m
ll |, |t̃mll | ≤ Γ, m = 0 . . . k, l = 1 . . . k, (19)

÷òî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (19) âûïîëíåíî, íîðìû îáðàòíûõ ôàêòîðîâ îãðàíè÷åíû ∥L̃−1
K ∥ ≤

κ, ∥Ũ−1
K ∥ ≤ κ, è êðèòåðèé îòáðàñûâàíèÿ ϵ ≤ κ−2. Òîãäà

� S-âåðñèÿ: íà êàæäîì øàãå m = 1 . . . k îòáðàñûâàåì lim è umj, i, j > m èç L̃m è Ũm, åñëè

|lim|, |umj| ≤ ϵκ−2, òîãäà ∃ΘS = const > 0 : |sij − s̃ij| ≤ ΘSϵ.

� Ì-âåðñèÿ: íà êàæäîì øàãå m = 1 . . . k îòáðàñûâàåì lim è umj, i, j > m èç L̃m è Ũm, åñëè

|lim|, |umj| ≤ ϵκ−2, òîãäà ∃ΘM = const > 0 : |sij − m̃ij| ≤ ΘM(κϵ)2.

� T-âåðñèÿ: íà êàæäîì øàãå m = 1 . . . k îòáðàñûâàåì lim è umj, i, j > m èç L̃m è Ũm, åñëè

|lim|, |umj| ≤ ϵ, òîãäà ∃ΘT = const > 0 : |sij − t̃ij| ≤ ΘT (κϵ)
2.

Òåîðåìà òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (19), ÷òî îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ìàëûõ çíà÷åíèé ïè-
âîòîâ è áîëüøèõ çíà÷åíèé â äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå D̃B. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî D̃B

íå áóäåò óñèëèâàòü îøèáêè â (18). Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïåðâîíà÷àëüíîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ è
ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ ñèñòåìû è íåÿâíî â ïðîöåññå ôàêòîðèçàöèè çà ñ÷åò äàëüíåéøåãî êîíòðîëÿ
çà îãðàíè÷åííîñòüþ íîðì îáðàòíûõ ôàêòîðîâ.

3 Âîïðîñû

� ×òî òàêîå äîïîëíåíèå ïî Øóðó?

� Êàê ðàáîòàåò ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè è åãî äîñòîèíñòâà è íåäî-
ñòàòêè ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì.

� Â ÷åì ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä ñõîæ ñ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì?

� Êàêèì îáðàçîì ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä è ó÷åñòü óñëîâèÿ
òåîðåì îá îöåíêàõ?

� ×òî ìîæíî ñêàçàòü î òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó?
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