
Лекция 1. Происхождение СЛАУ

Набрала: Копнина Ирина, 403 группа

23 апреля 2023 г.

1 Введение

Решаем систему
Ax = b, A ∈ RN×N x ∈ RN , b ∈ RN

Если число элементов aij ̸= 0 мало, то матрица A разреженная.(Если велико,
то плотная)

Задачи математической физики:

1. −∆p = − ∂2p
∂x2 − ∂2p

∂y2
= b - уравнение Пуассона (эллиптическая система)

2. ∂p
∂t

−∆p = b (параболическая система)

3. (u⃗ ·∆)c −D∆c = b (гиперболическая система при D = 0 + эллиптическая =
смешанная)

4.

{
−div(µ∆u⃗) + ∆p = b

−div(∆u⃗) = 0
- Задача Стокса (седловая система)
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2 Задача Стокса{
−µ∆u⃗+∆p = 0

∆u⃗ = 0

u⃗ = [u, v] - скорость, p - давление

∆u⃗ =

[
∂xu ∂yu
∂xv ∂yv

]
, (∆u⃗)∆ =

[
∂xu ∂yu
∂xv ∂yv

] [
∂x
∂y

]
=

[
∂xxu+ ∂yyu
∂xxv + ∂yyv

]

3 Построение СЛАУ для МКР системы Пуассона

−∆p = −∂2p

∂x2
− ∂2p

∂y2
= b

∂2p

∂x2
≈ p(i+ 1, j)− 2p(i, j) + p(i− 1, j)

h2

−∆p =
4p(i, j)− p(i− 1, j)− p(i+ 1, j)− p(i, j − 1)− p(i, j + 1)

h2

Строка для (i, j) элемента 1
h2

[
4 −1 −1 −1 −1

] 
p(i, j)

p(i− 1, j)
p(i+ 1, j)

...

 = bij

1

h2

[
4 −1 −1 −1

] 
p(i, j)

p(i+ 1, j)
p(i, j − 1)
p(i, j − 1)

 = bij +
pb
h2


4 −1 0 −1 0 ...
−1 4 −1 0 −1 ...
0 −1 4 −1 0 ...

... ...


p1p2

...

 =

[
2pb
h2

...

]
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Получаем разреженное СЛАУ

4 МКО - Метод конечных объемов

−∆T (∆p) = b ⇒ −
∫
V

∆T (∆p) dV =

∫
b dV

Теорема Гаусса-Остроградского∮
∂V

dST (∆p) =

∫
vdV

Апппроксимация интеграла 2-ого порядка∑
σ∈∂V

n⃗T∆p = |v|bi

nT∆p ≈ p2 − p1
h

nT∆p ≈ p2 − p1
h

+ (n⃗− x⃗2 − x⃗1

h
)T∆p

−∆p = b - Метод миметических разностей

(x⃗fi − x⃗1)∆p ≈ pfi − p1

R∆p = pf − 1⃗p1xf1 − x1
...

xfσ − x1

[
∂xp
∂yp

]
=

pf1...
pfΣ

−

1...
1

 p1

∑
σ∈∂V

n⃗T∆p = |v|bi ≈ 1⃗TQ

Q =

q1...
q6

 = N∆p =

|σ1|n⃗1
T

...
|σ6|n⃗6

T

∆p

WR = N

6× 6 2× 2 6× 2

Q = WR∆p = N∆p = W (pf − 1⃗p1)
W = N(NTR)−1NT + µ(I −R(RTR)−1RT ) = 1TW (Pf − 1p1) = b
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5 Задача Стокса{
−µ∆u⃗+∆p = 0

∆u⃗ = 0

∆u⃗ =

[
∂2
xxu+ ∂2

yyu
∂2
xxv + ∂2

yyv

]

[
−1 −1 4 −1 −1 0 ...

0 ... −1 −1 4 −1 −1

]


u(i+ 1, j)
u(i, j + 1)
u(i, j)

u(i− 1, j)
v(i+ 1, j)

...


A =

[
B CT

−CT 0

]
- седловая система

6 Пакеты для решения системы СЛАУ

• Petsc, trilinos, Hypre - разреженные системы, открытые, итерационные

• Mumps, SuperLu - разреженные системы, прямые методы

• Pardiso - прямые, ILUPACK - разреженные, XSAMG - многосеточные
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