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Бэкграунд  

Моделирование волновых 
процессов в твёрдых и жидких 
средах: 
● Композиционные материалы 
● Сейсморазведка 
● Диагностический медицинский 

ультразвук 

Igor, Petrov & Vasyukov, Alexey & Beklemysheva, Katerina & Onuchin, E. & Tovarnova, N.. (2022). On 
Numerical Modeling of Fiber Deformation and Destruction under Impact Load. Doklady Mathematics. 105. 207-
211. 10.1134/S1064562422030061.  



Явление акустической левитации 



Акустические поля в биофабрикации 

V. A. Parfenov et al, Biofabrication of a Functional Tubular Cons truct from T is s ue Spheroids  Us ing 
Magnetoacous tic Levitational Directed As s embly. Adv. Healthcare Mater. 2020, 9, 2000721. 

 



Роль акустики 

V. A. Parfenov et al, Biofabrication of a Functional Tubular Cons truct from T is s ue Spheroids  Us ing 
Magnetoacous tic Levitational Directed As s embly. Adv. Healthcare Mater. 2020, 9, 2000721. 

Главная цель работы – научиться 
получать и анализировать 

подобные картины 



Математическая модель – уравнения акустики 

● Распределения ρ -- плотности -- и 
K – модуля всестороннего сжатия 
– задаются в начале расчёта и 
остаются постоянными 

● Внешние силы равны нулю 
● Граничные условия задаются 

соответствующими значениями 
давления или вектора скорости 



Потенциал акустического излучения (потенциал 
Горькова) 

• Повсеместно используется в задачах левитации сферических тел 
• Градиент потенциала – сила, действующая со стороны излучения 

на сферы 
• Ограничение – размер сферы много меньше длины волны 



Сеточно-характеристический метод 
• Полная система уравнений линейной акустики/МДТТ в 3D 
• Расщепление по направлениям 
• Переход к инвариантам Римана и характеристикам 
• Структурированные и неструктурированные сетки, интерполяция в 

тетраэдре для переноса значений на новый временной слой 
• Получение компонент вектора скорости и тензора напряжений из 

инвариантов Римана 
• Порядок аппроксимации  точность интерполяции 
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Базовый эксперимент 

Этапы: 
1. Моделирование 
2. Верификация 



Постановка задачи 
■ Рассматривается система уравнений 

акустики 
■ В основе солвера – сеточно-

характеристический метод 
■ Расчётная область – трёхмерная 

регулярная сетка 
■ Геометрия области задаётся 

автомодельными по отношению к 
волновому числу параметрами 

■ Излучатель моделируется 
соответствующим ГУ на верхней границе 

■ На остальных стенках расчётной области 
– поглощающие ГУ 

■ Отражатель моделируется областью с 
повышенной плотностью материала 

Отражатель 

Излучатель 

Акустический 
импульс 

Расчётная 
область 

⍴воздух 

⍴металл 

Ȓa 

Ȓb 

Ȓ 

k  = 2π /λ 
Ȓ = k R  

Схема тривиальной установки акустической левитации 

Ĥ 



Резонансный случай: давление 






Резонансный случай: потенциал Горькова 






Верификация 
• В результате единичного расчёта 

получается распределение 
безразмерного потенциала Горькова по 
пространству 
 

𝑈𝑈� = 𝑈𝑈�(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 
 

• Распределение потенциала 
используется для верификации 
 

• Значения потенциала в точках 
минимума – т.н. потенциальных ямах – 
могут использоваться алгоритмами 
математической оптимизации 



Верификация 

W. J. Xie and B. Wei, Physical Review E 66, 026605, 2002 



Оптимизация 
● Расчёт динамики излучения даёт 

на выходе профиль потенциала 
акустического излучения 

● Профиль состоит из нескольких 
потенциальных ям 

● Варьированием геометрии 
системы можно изменять 
положение и глубину этих ям 
 
 
В рамках данной постановки  
в качестве оптимизируемого 
параметра используется значение 
потенциала в яме, ближайшей к 
поверхности отражателя 

W. J. Xie and B. Wei, Physical Review E 66, 026605, 2002 



Оптимизация 

Рис. 6 Профиль оптимизируемого функционала, а также ход градиентных спусков с различной 
скоростью сходимости 
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Цилиндрический пьезоизлучатель 

Используется в задачах 
биофабрикации для получения 
сосуда цилиндрической 
формы 



Схема установки с цилиндрическим пьезоизлучателем 

V. A. Parfenov et al, Biofabrication of a Functional Tubular Cons truct from T is s ue Spheroids  Us ing 
Magnetoacous tic Levitational Directed As s embly. Adv. Healthcare Mater. 2020, 9, 2000721. 



Вид решения для цилиндрического пьезоизлучателя 

V. A. Parfenov et al, Biofabrication of a Functional Tubular Cons truct from T is s ue Spheroids  Us ing 
Magnetoacous tic Levitational Directed As s embly. Adv. Healthcare Mater. 2020, 9, 2000721. 

У нас есть аналитическое 
решение: 

Волновое уравнение в 
цилиндрической области 

сводится к уравнению Бесселя 



В акустической 
модели ν = 0 

Вид решения для цилиндрического пьезоизлучателя 



Вид решения для цилиндрического пьезоизлучателя 



Результаты расчёта 

Потенциал Горькова для цилиндрического пьезоизлучателя: продольный и поперечный срезы 



Результаты расчёта 

Потенциал Горькова для цилиндрического пьезоизлучателя: продольный и поперечный срезы 



Y-образный сосуд: предпосылка 



Y-образный сосуд: постановка 

Рис. 9 Схема численного эксперимента концепта печати Y-образного сосуда, вид анфас и в профиль 

Идентичные 
цилиндрические 

излучатели 



Y-образный сосуд: результаты 

Рис. 10 Потенциал Горькова, срез плоскости симметрии Рис. 11 Потенциал Горькова, область низкого потенциала 



Y-образный сосуд: результаты 

Рис. 12, 13 Область низкого потенциала Горькова в других ракурсах 



Цилиндрический сосуд с плоским излучателем 

Гипотеза: 
Можно получить потенциал 
цилиндрической формы, не 
используя излучатель-цилиндр 
 
Нам нужны плоский излучатель и 
отражатели непростой формы 



Цилиндрический сосуд с плоским излучателем 

Решение: 
Вырез в отражателе должен быть 
параболическим 



Цилиндрический сосуд с плоским излучателем 

Синий цвет – вода, красный – отражатель, излучатель находится сверху 



Цилиндрический сосуд с плоским излучателем 

Профиль потенциала Горькова (ярко красный отражатель внизу для наглядности) 

В перспективе такую 
постановку можно 

экстраполировать на сосуд 
с одним или несколькими 

разветвлениями 



Результаты 
• Солвер системы уравнений акустики на основе СХМ доработан для 

применения в задачах акустической левитации 
• Параметры акустического эксперимента оптимизированы при 

помощи градиентного спуска 
• Воспроизведены в численных расчётах акустические эксперименты 

с использованием одного и трёх цилиндрических излучателей 
• Предложено масштабируемое с инженерной точки зрения решение, 

в перспективе позволяющее получить цилиндрический сосуд с 
разветвлённой структурой 



Дальнейшие планы 
• Проведение численных экспериментов с применением согласующих 

слоёв 
• Экстраполяция решения с параболическим отражателем на Y-сосуд 
• Моделирование программируемой антенной решётки: 

автоматическое варьирование фаз элементов 
• Моделирование динамики частиц 
• Учёт влияния гравитации на сфероиды 
• Применение модификаций метода градиентного спуска 
• Верификация на натурных экспериментах 
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Спасибо за внимание! 



Приложение 



Оптимизация 

Рис. 6 Вид геометрии расчётной области в различных точках параметрического пространства задачи 
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Оптимизация 

Рис. 7 Вид геометрии расчётной области вдоль зоны глобального минимума («оврага») 

5 1 
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Система уравнений для вязкоупругой среды 



Фазированная решетка: общий принцип 



Фазированная решетка: расчет 



Численный эксперимент: элементарная наклонная 
плоскость 



Численный эксперимент: элементарная наклонная 
плоскость 
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