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Принцип эволюционной

оптимальности для модели

Лотки

Исходная система

∂xλ
∂t

+
∂xλ
∂a

= −mλxλ, λ ∈ Λ

(1)

xλ(0, t) =

Tλ∫
0

bλ(a)xλ(a, t)da, λ ∈ Λ

(2)

xλ(0, a) = x0λ(a) (3)

t ≥ 0 – время, a ≥ 0 – возраст,
xλ = xλ(t, a) ≥ 0 – возрастная
плотность популяции λ ∈ Λ

Tλ ≤ ∞.



x̄ = {x̄λ(a), λ ∈ Λ} –
устойчивое положение

равновесия

B (λ) =

=
∞∫
0
bλ(a) exp

(
−
a∫
0
mλ(x̄, s) ds

)
da.

(4)
– биолгический потенциал.

Для λ̄ ∈ supp(x̄)

1 = B
(
λ̄
)
= max

λ∈Λ
B (λ) , (5)



Магистральные решения

γ ∈ R – показатель
(гандикап) роста

Устойчивое равновесие
системы (1) – (2)

относительно переменных
возрастного профиля
xγ =

{
x
γ
λ(t, a), λ ∈ Λ

}
с

x
γ
λ(t, a) = e−γtxλ(t, a).



Случай жесткого
конкурентного отбора – один

вид (принцип Гаузе),
|supp(x̄)| = 1

Вместо (1) , (2)
соответственно
dx

da
= −m(x(·), a)x, (6)

x(0) =

T∫
0

b(a)x(a)da. (7)

с m(x(·), a) = mλ̄(x(·), a) ,
b(a) = bλ̄(a), T = Tλ̄ ≤ ∞.

Избыточная смертность
ν(a) ≥ 0.

m0(x(·), a) = m(x(·), a),
mν(x(·), a) = m0(x(·), a) + ν(a).



Случай зависимости

функционала отбора от

общей численности

W (T, x0) =

T∫
0

x(a)da

T ≤ ∞, x(a) ∈ (6) – (7) с
m(x(·), a) = m(W (T, x0), a) > 0
и x(0) = x0 > 0. При ν(a) ≥ 0
вместо W (T, x0) пишем

Wν(T, x0).
Tb = sup{a : b(a) > 0} ≤ ∞.

В этом случае λ =
(
T, ν, x0

)
,

так что

B
(
T, ν, x0

)
=

=
T∫
0
b(a)e

−
a∫
0

(m(Wν(T,x0),s)+ν(s))ds
da.

(8)



Теорема 1. Пусть
m(x(·), a) = m(Wν(T, x0), a) > 0

x(a) = x̄λ̄(a) ∈ (5) – (8). Тогда
избыточная смертность (ИС)
ν(a) ≡ 0 для a ∈ [0, Tb], причем
T ≥ Tb может быть любым.

Отыскание решения задачи
(5) – (7) для T ≥ Tb с

m(x(·), a) = m(Wν(T, x0), a).

1. Φ(X) = B (Tb, ξ0(Tb,X)), где
ξν(T,X): Wν(T, ξν(T,X)) ≡ X.
Монотонность m(X, ·) влечет

убывание Φ(X)

2. Решение X̄ уравнения

Φ(X) = 1 (9)



дает оптимальное

x(a) = x0 exp

⎛
⎜⎝−

a∫
0

m(X̄, s)ds

⎞
⎟⎠

x0 = X̄/

T∫
0

exp

⎛
⎜⎝−

a∫
0

m(X̄, s)ds

⎞
⎟⎠ da.

Биологическая
интерпретация убывания x0 с

ростом T – сокращение
рождаемости при увеличении
продолжительности жизни.

Стратегии восстановления
равновесия в случае Φ(X) < 1



1. Уменьшение T , т.е.
сокращение популяции за
пределами фертильного

возраста.

2. Альтернативная –
сокращение рождаемости x0

(восстановлению равновесия
лишь через поколение).

В случае Φ(X) > 1 для
выполнения (9) потребуется

увеличение m(X, ·) на
гандикап роста γ > 0 и
убывание x0 → +0

(ненаблюдаемость). В
частности, при расходимости
наружного интеграла в (8)

для T → Tb = ∞



Парадокс бессмертия: если
при благоприятных условиях
отдельные особи популяции

могут размножаться
бесконечно долго и

воздействие смертоносных
факторов слабо, то такая
популяция ненаблюдаема.



Случай зависимости

функционала отбора от

относительной

численности

Снова (5) – (7),
m(x(·), a) = m(U, a) с

U = Uν(T, x0) = Wν(T,x0)
x0

,

U=
T∫
0
exp

(
−
a∫
0
(m(U, s)+ν(s))ds

)
da

.

(10)
U – число особей, доживших
до возраста T , в расчете на
одного новорожденного.



В (4) для λ = (ν, T, U)

Bν(T, U) =

=
T∫
0
b(a)exp

(
−
a∫
0
(m(U, s)+ν(s))ds

)
da

(11)
с U = Uν(T, x0) из (10).

Задача

Bν (T, U) → max
ν,T,U

,

при связях (10), и условии
стационарности

Bν (T,U) = 1



Варьируемые переменные

1. Накопленная к возрасту a
смертность:

ρν(a, U) =

a∫
0

(m(U, s) + ν(s))ds.

(12)

2. Вероятность дожития до
возраста a:

Fν(a, U) = exp(−ρν(a, U)).

3. Число особей возраста
s ≤ a в расчете на одного

новорожденного:

Gν(a, U) =

a∫
0

Fν(s, U)ds. (13)



4. Биологический потенциал
части популяции возраста

s ≤ a

Bν(a, U) =

a∫
0

b(s)Fν(s, U)ds.

(14)

Под знаком интеграла в (13)
и (14) функция ν входит
целиком, т.е. как ν = ν(·), а

не как ν(s).



Схема решения.

1. При фиксированных T и U
исследуется влияние

вариаций ИС ν(a) на функции
(12) – (14).

2. Устанавливаются запреты
и допустимые вариации ν(a) в
случае оптимальных значений

параметров.

3. Выявляются допустимые в
условиях оптимальности

значения для T при условии
допустимости для ν(a).

4. Выявляются допустимые
значения U при условии

допустимости для ν(a) и T .



Вариации избыточной

смертности

Пусть U , T , ν(·) –
оптимальны. Фиксируем

0 < ε� T . |Δ| � 1 и
r ∈ (0, T − ε), игольчатые
вариации для ν(a) :

δΔ(a, r)=Δ
ε θ(a−r)θ(r+ε−a)≥0,

так что
T∫
0
δΔ(a, r)da = Δ.

Замена ν(a) на ν(a) + δΔ(a, r),
дает fΔ(a, r) вместо f(a).

При фиксированных U и ν(·)
ρ(a) = ρν(a, U),
F(a) = Fν(a, U),
G(a) = Gν(a, U),
B(a) = Bν(a, U).



Теорема 2. С точностью до
o(Δ) выполнены следующие

равенства

ρΔ(a, r) =
= {ρ(a), a < r; ρ(a) + Δ, a > r+ ε} ,

FΔ(a, r) =
= {F(a), a < r;F(a)(1 − Δ), a > r+ ε},

GΔ(a, r) =
= {G(a), a < r;G(a) − Δ(G(a) −G(r)),
a > r+ ε},

(15)

BΔ(a, r) =
= {B(a), a < r;B(a) − Δ(B(a) −B(r)),
a > r+ ε}.



Оптимальная избыточная

смертность

Необходимые условия
оптимальности ν(a) при
неизменных U и T

Bν (T, U) ≥ Bν′(T, U),

Gν (T, U) = Gν′(T, U), (16)

для любых ν′ = ν′(a).

ν′(a) = ν(a)+δΔ1
(a, r1)+δΔ2

(a, r2)

ν1 = ν1(a) = ν(a) + δΔ1
(a, r1),

так что
ν′ = ν′(a) = ν1(a) + δΔ2

(a, r2).
G1,2 = Gν(r1,2, U),
GT = Gν(T, U),



Необходимое условие для (16)

GT −G2

GT −G1
= −Δ1

Δ2
,

так что sign Δ1 = −sign Δ2.

Необходимое условие
оптимальности по ν(a) при
фиксированных U и T :

0 ≥ Δ2(GT−G2)

[
BT −B1

GT −G1
− BT −B2

GT −G2

]
.

Условие ε < r1 + ε < r2 < T − ε

можно ослабить до
r1,2 ∈ (0, T) с r1 
= r2.



Обратная функция αν(g, U)

αν(Gν(a, U), U) ≡ a.

∂αν(g, U)

∂g
=

1

Fν(a, U)
> 0.

βν(g, U)=̊Bν(αν(g, U), U).

– биологический потенциал
младшей части популяции,
для которой число особей в

расчете на одного
новорожденного равно g. Это
– плотностный профиль

биологического потенциала.

ψν(g, U)=̊
βν(U,U) − βν(g, U)

U − g
,

Ψν(a, U)=̊ψν(Gν(a, U), U) =

= Bν(T,U)−Bν(a,U)
Gν(T,U)−Gν(a,U).



Теорема 3. Для
оптимального ν(a)

0 < r1 < r2 < T , ν(r1,2) > 0 ⇒
Ψν(r1, U) = Ψν(r2, U).

Теорема 4. Для
оптимального ν(a)

0 < r1 
= r2 < T ,
ν(r2) > ν(r1) = 0 ⇒

Ψν(r1, U) ≥ Ψν(r2, U).



Теорема 5. Если для
оптимального ν(a) при
фиксированных U и T

найдется r1 ∈ (0, T) такое,
что ν(r1) > 0, то множество r
таких, что ν(r) > 0, включает
в себя некоторый непустой
интервал, содержащий r1 в
своем замыкании. При этом
для некоторого q ∈ [0, U−1]

при p = 1 − qU для всех таких
r для g = Gν(r, U) будет
выполнено равенство

βν(g, U) = p+ qg,

а для тех r′, для которых
ν(r′) = 0, для g′ = Gν(r′, U) –

неравенство

βν(g
′, U) ≤ p+ qg′,



Теорема 6. Для g ∈ (0, U)

выполнены равенства

∂βν(g, U)

∂g
= b(αν(g, U)),

а в точках гладкости функции
b(a) для g = Gν(a, U) –

равенство

sign
∂2βν(g, U)

∂g2

∣∣∣∣∣
g=Gν(a,U)

= sign
∂b(a)

∂a
.

b(a) стандартная, если для
a ∈ (a1, a2) ⊂ (0, T) с

a1 
= a2 ⇒ C = 0. (Tb, T) –
финальный интервал для
стандартной функции

рождаемости (СФР) b(a)
ν(a) ≥ 0 для СФР



допустимая, если она ≡ 0

везде, кроме, быть может,
финального интервала.



Теорема 7. Для СФР b(a)

оптимальная ИС ν(a)

является допустимой.

Теорема 8. Для СФР b(a)

допустимая ИС ν(a) в случае
сохранения относительной
численности U не меняет
плотностный профиль

биологического потенциала,
т.е. βν(g, U) = β0(g, U).



Оптимальные

относительная

численность и

продолжительность жизни

Обозначим ρ′(U, a) = ∂ρ0(U,a)
∂U .

Теорема 9. Пусть T и U
связаны соотношением (10)
при ν(a) ≡ 0. При выполнении
условий их оптимальности
для B0(T, U) должно

выполняться равенство

b(T)

(
1+

T∫
0
F(a)ρ′(U, a)da

)
=

=
T∫
0
b(a)F(a)ρ′(U, a)da.

(17)



При параметризации

m(U, a) = M(U)Y (a) + γ (18)

(17) принимает вид

b(T)(1 + M ′(U)
M(U)

T∫
0
F(a)(ρ0(U, a)−

−γa)da) = M ′(U)
M(U)

T∫
0
b(a)F(a)(ρ0(U, a)−

−γa)da.
(19)

Для унимодальной M(U)
d2M(U)
dU2 > 0 и dM(U∗)

dU = 0 для
некоторого U∗ > 0



Теорема 10. В условиях
теоремы 9 в случае

параметризации (18) с
унимодальной функцией
M(U) при рождаемости
b(a) 
≡ 0 на интервале

a ∈ (0, T) в случае b(T) = 0

оптимальное значение для U

равно U∗.



При T < Tb рождаемость не
обязана быть равной нулю, а
всего лишь несколько меньше
средней рождаемости на
протяжении всей жизни.



Результаты расчетов.

В (18) M(U) = 0.3U + 1,
Y (a) = 2a+ 1 , γ = 0,

b(a) = max(0,min(3.135,60(a−
0.1),7.5(1 − a))), т.е. Tb = 1.

Расчеты по формулам (10) и
(19) в случае B = 1 дают
U = 0.47 и T = 0.9688

(отрезание по-живому)
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