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Îáñóæäàåòñÿ îïèñàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

∂ψ

∂t
= a∆ψ + V (x , t)ψ

â âèäå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì.



Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Óðàâíåíèå íà (êâàäðàòíûõ) ìàòðèöàõ â Rp

dS(t, τ)

dt
= A(t)S(t, τ),

òî åñòü äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

dsjk(t, τ)

dt
=

p∑
r=1

ajr (t)srk(t, τ).

Òîãäà

S(t, θ)S(θ, τ) = S(t, τ), τ ≤ θ ≤ t,

èëè
p∑

r=1

sjr (t, θ)srk(θ, τ) = sjk(t, τ).



Ïóñòü

akk(t) ≤ 0, ajk(t) ≥ 0(j ̸= k),

p∑
j=1

ajk(t) = 0.

Òîãäà

sjk(t, τ) ≥ 0,

p∑
j=1

sjk(t, τ) = 1,

òî åñòü ôóíêöèè sjk(t, τ) ñóòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç

ñîñòîÿíèÿ k â ìîìåíò âðåìåíè τ â ñîñòîÿíèå j â ìîìåíò
âðåìåíè t.



Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ml òðàåêòîðèé äëÿ òàêîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � ôóíêöèé x(t) íà îòðåçêå [0, l ] ñî
çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå {x1, . . . , xp}. Ââåä¼ì ìåðó

íà ïðîñòðàíñòâå Ml .

Îáîçíà÷èì q(t0, t1, . . . , tn+1) ðàçáèåíèå èíòåðâàëà
0 = t0 < t1 < · · · < tn+1 = l è îáîçíà÷èì Γ íàáîð

Γ = (γ1, . . . , γn) ïîäìíîæåñòâ {x1, . . . , xp}.
Ïîäìíîæåñòâî òðàåêòîðèé â Ml

Qij(q, Γ) = {x(0) = xi , x(l) = xj , x(tm) ∈ γm(m = 1, . . . , n)},

ìåðà òàêîãî ïîäìíîæåñòâà

µij(q, Γ) =
∑

xk1∈γ1

· · ·
∑

xkn∈γn
sjkn(l , tn)sknkn−1(tn, tn−1) . . .

. . . sk2k1(t2, t1)sk1i (t1, 0).



Äèñêðåòíûé âàðèàíò ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì

ψij(t) =

∫
Mt

e
∫ t
0 V (x(s),s)dsdµij .

Ïóñòü Ψ(t) åñòü ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ψij(t). Òîãäà èìååò
ìåñòî óðàâíåíèå (Äàéñîíà�Øâèíãåðà)

Ψ(t) = S(t, 0) +

∫ t

0
S(t, s)V (s)Ψ(s)ds,

ãäå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Vrk(s) = δrkV (xk , s),
è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d

dt
Ψ(t) = [A(t) + V (t)]Ψ(t), Ψ(0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ýòèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

çàäà¼òñÿ èíòåãðàëîì ïî òðàåêòîðèÿì ïî ìåðå µ.



Îáúåêòû, ñãåíåðèðîâàííûå, à íå ïðîñòî íàáëþäàåìûå.

Ãåíîìèêà. Ãåíîìû � ñòðîêè ñèìâîëîâ. Íàáîð ìóòàöèé

E = [e1, . . . , en]; íàïðèìåð òî÷å÷íûå çàìåíû, âñòàâêè, óäàëåíèÿ,

äóïëèêàöèè etc.

w(es) > 0 âåñ (�ýâîëþöèîííîå óñèëèå�) äëÿ ìóòàöèè es .
Àððåíèóñîâñêèé ôàêòîð e−αw(es) åñòü ñêîðîñòü ìóòàöèè,

α > 0 îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ýâîëþöèè â âèäå

dfj(t)

dt
=

∑
i

Aji fi (t),

fi åñòü íàñåë¼ííîñòü ãåíîìà i , Aji ñêîðîñòü ìóòàöèé

Aji = e−αw(es), åñëè es ïåðåâîäèò i â j .



Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè Q(t) = etA â ðÿä òåîðèè

âîçìóùåíèé áóäåò ñîäåðæàòü âêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå

ñêîðîñòÿì ìóòàöèè i → j (ãåíîìà â ãåíîì):

Qji =
∑
p:i→j

e−α
∑

k∈p w(es(k)), (1)

ñóììà ïî k èä¼ò ïî ìóòàöèÿì âäîëü ïóòè p ïîðîæäåíèÿ ãåíîìà

j èç i (i.e. k-àÿ ìóòàöèÿ íà ïóòè p åñòü es); ñóììà ïî ïóòÿì

p : i → j � ïîðîæäåíèå j èç i ìóòàöèÿìè â ðàçíîì ïîðÿäêå.

Âàðèàíò ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ äèñêðåòíîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Ñóììà âåñîâ ìóòàöèé ïî ïóòè p åñòü âçâåøåííàÿ îöåíêà

êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ïîðîæäåíèÿ ãåíîìà � àíàëîã

äåéñòâèÿ S(p) â ôèçèêå. Ñóììà ïî ïóòÿì â (1) åñòü àíàëîã

èíòåãðàëà ïî ïóòÿì
∫
eS(p)dp â ôèçèêå.



Îáúÿñíåíèå çàêîíîâ ãåíîìèêè �âçàèìîäåéñòâóþùåãî ãàçà

ãåíîâ�

Ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ýâîëþöèè áåëêîâ.

Îðòîëîãè÷íûå áåëêè â ðàçëè÷íûõ îðãàíèçìàõ ñâÿçàíû

ïðîèñõîæäåíèåì îò åäèíîãî ïðåäêà. Ðàñïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà

÷àñòîò çàìåí àìèíîêèñëîò â îðòîëîãè÷íûõ áåëêàõ áëèçêî ê

íîðìàëüíîìó.

Ýâîëþöèÿ áåëêà ñëó÷àéíûìè çàìåíàìè àìèíîêèñëîò.

Ñêîðîñòü ìóòàöèé (1) äàñò ðàñïðåäåëåíèå ïîòîìêîâ

e−α
∑

k Ek ,

ãäå Ek âåñà ìóòàöèé çàìåí àìèíîêèñëîò.

Åñëè âåñà íåçàâèñèìû (íåéòðàëüíàÿ ýâîëþöèÿ), ýòî ïîðîæäàåò

ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò áåëêîâ â îðòîëîãè÷íîì

ñåìåéñòâå.



Ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ ïàðàëîãè÷íûõ

ñåìåéñòâ ãåíîâ. Ïàðàëîãè÷íûå ãåíû â ãåíîìå ïîðîæäàþòñÿ

äóïëèêàöèåé ãåíîâ.
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