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Ïðåäïîëîæåíèÿ

• öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü Ωt çàâèñèò îò âðåìåíè

• âñå çàäåéñòâîâàííûå âåëè÷èíû îñåñèììåòðè÷íû

• ïåðåìåùåíèå ñòåíêè ïðîèñõîäèò òîëüêî âäîëü ðàäèóñà

• äàâëåíèå ïîñòîÿííî â êàæäîì ñå÷åíèè

• âÿçêèå ýôôåêòû èìåþò çíà÷åíèå òîëüêî âáëèçè ãðàíèöû

ñòåíêè

• êîìïîíåíòà ñêîðîñòè uz ïðåîáëàäàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ux
è uy



Îáîçíà÷åíèÿ: u = (ux , uy , uz) � ñêîðîñòü, P � äàâëåíèå,

ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Óðàâíåíèÿ ìîäåëè:
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∀z ∈ [0, L], ∀t > 0.
Ãäå íåèçâåñòíûå:

A(t, z) � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, Q(t, z) � óñðåäíåííûé ðàñõîä,

P(t, z) � ñðåäíåå äàâëåíèå,

A(z , t) =
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Çàìûêàíèå ñèñòåìû

P = ρw h0
∂2η

∂t2 − γ̃
∂η

∂t − ã∂2η

∂z2 − c̃ ∂3η

∂t∂z2 + G(η), z ∈ (0, L), t > 0.

Îáîçíà÷åíèÿ:

R(t, z) � ðàäèóñ ñîñóäà â ñå÷åíèè z â ìîìåíò âðåìåíè t;
R0 � ðàäèóñ ñîñóäà â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ;

η = R − R0 � îòêëîíåíèå ñòåíêè ñîñóäà îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ;

ρw � ïëîòíîñòü ñòåíêè;

h0 � òîëùèíà ñòåíêè;
G(η) � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ óïðóãóþ ðåàêöèþ ñòåíêè.



Ñèñòåìà ÄÓ×Ï

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ îòêëîíåíèÿ η è

ìàñøòàáèðîâàííîãî ðàñõîäà q = Q/π:
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Áåãóùèå âîëíû

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå

η = η(λ), q = q(λ), λ = z − c0t, c0 = const.

Ïîäñòàâëÿåì â ÓÑÌ, èíòåãðèðóåì è ïîëó÷àåì

q = q(η) = q0 + c0(η + R0)2, ãäå q0 = const.

Ïîäñòàâëÿåì q(η) â ÓÑÈ è ïîëó÷àåì ÎÄÓ

η′′′′ + β3η′′′ + β2η′′ + F1(η)η′ + F0(η)η = 0.



Êîýôôèöèåíòû

η′′′′ + β3η′′′ + β2η′′ + F1(η)η′ + F0(η)η = 0.
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Îñîáûå òî÷êè

Îáîçíà÷èì η = x0, η′ = x1, η′′ = x2, η′′′ = x3.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ

x ′
0 = x1, x ′

1 = x2, x ′
2 = x3,

x ′
3 = −β3x3 − β2x2 − F1(x0)x1 − F0(x0).

Íàéäåì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, −β3x3 − β2x2 − F1(x0)x1 − F0(x0) = 0.

Òîãäà

x∗ = (x∗
0 , x∗

1 , x∗
2 , x∗

3 ) = (−R0 ±
√

−q0
c0

, 0, 0, 0).

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé R = η + R0 > 0 âûáèðàåì +.



Ëèíåàðèçàöèÿ

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà, ñìåñòèâ ðåøåíèå íà

îñîáóþ òî÷êó ïðèõîäèì ê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå x ′ = Ax ,
ãäå x = (x0, x1, x2, x3)T , A � ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−F ′
0(x∗

0 ) −F1(x∗
0 ) −β2 −β3

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû èìååò âèä

k4 + β3k3 + β2k2 + F1(x∗
0 )k + F ′

0(x∗
0 ) = 0.



Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíîãî ÎÄÓ

Óòâåðæäåíèå

Ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

β3 > 0, F1(x∗
0 ) > 0,

β2β3F1(x∗
0 ) − β2

3F ′
0(x∗

0 ) − F 2
1 (x∗

0 ) > 0.

ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ÎÄÓ

η′′′′ + β3η′′′ + β2η′′ + F1(η)η′ + F0(η)η = 0

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.



×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Èùåì ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ÎÄÓ

η′′′′ + β3η′′′ + β2η′′ + F1(η)η′ + F0(η)η = 0.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
êðîâîòîêà àîðòû èç ñëåäóþùåé òàáëèöû

Ïàðàìåòð Îáîçíà÷åíèå Ãðàíèöû çíà÷åíèé
äëÿ ñîñóäà

Ðàäèóñ ñîñóäà â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ R0 (ñì) 0.6 � 1.2
Òîëùèíà ñòåíêè ñîñóäà h0 (ñì) 0.1 � 0.2
Ìîäóëü Þíãà E (äèí/ñì2) 106 � 107

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà σ (-) 0.43 � 0.55
Ïëîòíîñòü ñòåíêè ρw (ã/ñì3) 1.1
Êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ñòåíêè ñîñóäà Cv (äèí·c/ñì2) 12×103 � 240×103

Ïëîòíîñòü êðîâè ρ (ã/ñì3) 1.05 � 1.06
Êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ν (ñì2/ñ) 0.0282 � 0.0377
Êîýôôèöèåíò Êîðèîëèñà α (-) 1 � 4/3
Ñðåäíåå äàâëåíèå P (äèí/ñì2) 50×103 � 270×103

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ū (ñì/ñ) 20 � 50
Óñðåäíåííûé ðàñõîä Q = πq (ñì3/c) 22 � 277

Òàáëèöà: îáùåïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ



Êàðòà ðåæèìîâ òå÷åíèÿ êðîâè â ñîñóäå(c0, q0)

Ðåøåíèå, òèï îñîáîé òî÷êè:

Ãîëóáîå � íåóñòîé÷èâîå, óçëî�ôîêóñ;

Çåëåíîå � óñòîé÷èâîå, óçëî � ôîêóñ;

Êðàñíîå � óñòîé÷èâîå, ôîêóñ � ôîêóñ;

Îðàíæåâîå � íåóñòîé÷èâîå, ôîêóñ � ôîêóñ.

∄ ×åòûðå êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ñ íóëåâûìè âåùåñòâåííûìè

÷àñòÿìè.



Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c0 = 225, q0 = −275.
η(0) = 0, η′(0) = 0, η′′(0) = 0, η′′′(0) = 0.5.

Îñîáàÿ òî÷êà x∗
0 = −0.0944584.

k1 = −0.234012, k2 = −0.0000600973,
k3 = 0.0673896 − 12.2627i , k4 = 0.0673896 + 12.2627i .

a)
b)

c) d)



e)
f)

Ðèñ.: Îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå: a) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x0, x1),
b) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x2, x3).

Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ èëè õàðàêòåðèñòèê

ñîñóäà ðåøåíèå êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ.



Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c0 = 455, q0 = −15.
η(0) = −1, η′(0) = 0, η′′(0) = −0.4, η′′′(0) = 0.

Îñîáàÿ òî÷êà x∗
0 = −1.01843.

k1 = −0.212408 −12.2603i , k2 = −0.212408 +12.2603i ,
k3 = 0.017708 −0.0534932i , k4 = 0.01771 +0.0534932i .

a) b)

c) d)



a) b)

Ðèñ.: Îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå: a) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x0, x1),
b) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x2, x3).

Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåøåíèå íå ìåíÿåòñÿ.

Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè õàðàêòåðèñòèê ñîñóäà ðåøåíèå

ïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ.



Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c0 = 285, q0 = −400.
η(0) = 0.05, η′(0) = 0, η′′(0) = 4, η′′′(0) = 0

Îñîáàÿ òî÷êà x∗
0 = −0.0153022.

k1 = −0.179748, k2 = −0.0000635953,
k3 = −0.002436 −12.2616i , k4 = −0.002436 +12.2616i .

a) b)

c) d)



a) b)

Ðèñ.: Îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå: a) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x0, x1),
b) èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè R2(x2, x3).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


