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1. Введение.

Одна из ключевых проблем любой математической модели
эпидемического процесса

• описание контактов восприимчивых и заразных
индивидуумов, приводящих к появлению латентно-
инфицированных индивидуумов.

ЦЕЛЬ настоящей работы: построение стохастической моде-
ли, описывающей локальные по времени и местоположению
прямые и опосредованные контакты восприимчивых и за-
разных индивидуумов.

Модель строится на основе совмещения популяционного и
индивидуум-ориентированного подходов.
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2. Обозначения и постулаты модели.

W – объект, который посещают индивидуумы,

A1 – когорта восприимчивых индивидуумов,

A2 – когорта заразных индивидуумов,

Uγ1,γ2 = γ1A1 + γ2A2 – совокупность индивидуумов,

состоящая из γ1 индивидуумов когорты A1 и γ2 индивиду-
умов когорты A2, γ1 > 0, γ2 > 0, γ1 + γ2 > 1,
т.е. совокупность может включать от одного до нескольких индивидуумов,

t – текущее время, [0; Tmod] – промежуток моделирования,

x1(t), x2(t) – численность когорт индивидуумов A1, A2,

x3(t) – количество совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2.
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ПОСТУЛАТЫ H1, H2 (приток и отток индивидуумов).

H1. Поток совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2 на объект W
задается пуассоновским процессом с интенсивностью ρ > 0.

Пара величин (γ1, γ2) – количество индивидуумов когорт
A1, A2 в составе поступившей на объект W совокупности
Uγ1,γ2 задается распределением

qi,j = P{(γ1, γ2) = (i, j)}, i, j = 0, 1, . . . ,m, q0,0 = 0.

Индивидуумы могут поступать на объект W по одному или группами.

H2. Длительность пребывания совокупности индивидуумов
Uγ1,γ2 на объектеW описывается случайной величиной ωγ1,γ2
с функцией распределения Fγ1,γ2, параметрически завися-
щей от γ1, γ2.

Если индивидуумы поступили на объект W в составе некоторой группы, то они
покидают объект все вместе в составе этой же группы.
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ПОСТУЛАТ H3 (прямые контакты индивидуумов).

Зафиксируем t и примем, что x1(t) = u1, x2(t) = u2 – цело-
численные неотрицательные константы.

В течение промежутка времени (t; t + h) с вероятностью
g(u1, u2)h+o(h) происходит контакт некоторой пары инди-
видуумов когорт A1, A2; указанный контакт не происходит
с вероятностью 1− g(u1, u2)h+ o(h), h→ +0.

Вещественная функция g(u1, u2) > 0 от целочисленных ар-
гументов u1 > 0, u2 > 0 задает интенсивность контактов
индивидуумов когорт A1, A2,

1) g(u1, u2) не убывает по u1, u2,

2) если u1u2 = 0, то g(u1, u2) = 0.
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3. Формализация модели и алгоритм моделирования.

Модель рассматривается в форме случайного процесса

Z(t) =
(
x1(t), x2(t), x3(t), y1(t), ν(t),Ω(t)

)
, t ∈ [0; Tmod],

(1)

y1(t) – количество индивидуумов когорты A1, поступивших
на объект W за промежуток [0; t],
ν(t) – число контактов индивидуумов когорты A1 с инди-
видуумами когорты A2 за промежуток [0; t],
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задаются вероятностями qi,j и функцией Fγ1,γ2.
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Для описания динамики Z(t) используются соотношения:

t0 = 0, Z(t0) = Z(0), (3)

tn+1 = min{tn + ξ(1)n , tn + ξ(2)n , ψn}, (4)

Z(tn+1) = Z(tn) + ∆(Z(tn)), n = 0, 1, 2, . . . , (5)

Z(0) – неслучайный, заданный набор компонент изучаемого процесса,

tn + ξ
(1)
n – момент поступления очередной совокупности индивидуумов Uγ1,γ2,

ξ
(1)
n ∼ Exp(ρ),

tn + ξ
(2)
n – момент очередного контакта индивидуумов когорт A1, A2 между собой,

ξ
(2)
n ∼ Exp(g(x1(tn), x2(tn))),

ψn – ближайший справа к tn момент ухода с объекта W ранее поступившей сово-
купности индивидуумов Uγ1,γ2,

ψn = min
{
t
(k)
U + ω

(k)

γ
(k)
1 ,γ

(k)
2

,
(
t
(k)
U , ω

(k)

γ
(k)
1 ,γ

(k)
2

)
∈ Ω(tn)

}
,

∆(Z(tn)) – набор случайных приращений компонент Z(tn), законы изменения ко-
торых зависят от величин, входящих в (3), (4).

Соотношения (3)–(5) применяются для моделирования ре-
ализаций Z(t) с помощью метода Монте–Карло.
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4. Вычислительный эксперимент.

• Изучалось математическое ожидание

Eν/y1 = E
( ν(Tmod)

y1(Tmod)

)
, (6)

случайной величины

ν(Tmod)

y1(Tmod)
, (7)

отражающей число контактов индивидуумов когорт A1, A2

в расчете на одного индивидуума когорты A1 за период вре-
мени [0; Tmod], при условии y1(Tmod) > 0, Tmod = 24 часа.

При проведении вычислений использована функция

g(u1, u2) =
g0u1u2

1 + u1 + u2

, g0 = const > 0. (8)
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Рассматривались совокупности Uγ1,γ2 для следующих пар:

P{(γ1, γ2) = (i, j)} = qi,j > 0, i, j = 0, 1, 2, 3, q0,0 = 0,

3∑
i,j=0

qi,j = 1. (9)

Вероятности qi,j в (9) варьировались для пяти вариантов.

Использовано равномерное распределение Fγ1,γ2 величины
ωγ1,γ2 на промежутке [0; ω̂γ1,γ2]. Константы ω̂γ1,γ2 таковы:

ω̂1,0 = ω̂0,1 = 1, ω̂2,0 = ω̂0,2 = ω̂1,1 = 1.5 (час),

ω̂2,1 = ω̂1,2 = 2, ω̂2,2 = ω̂1,3 = ω̂3,1 = 2.5 (час). (10)

Точечные и интервальные оценки математического ожида-
ния Eν/y1 находились по выборкам объемом N = 1000.
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На рисунке представлены точечные оценки Ēν/y1 для пяти вариантов состава сово-

купностей индивидуумов Uγ1,γ2, поступающих на объект W . Стандартная ошибка

точечных оценок Ēν/y1 во всех вариантах не превосходит 0.00027.

Интерпретация. Если совокупность Uγ1,γ2 включает три–четыре индивидуума и
среди них имеется хотя бы один заразный индивидуум (варианты 3, 4, 5), то зараз-
ного индивидуума можно рассматривать как супер-распространителя инфекции.
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5. Некоторое развитие модели.

5.1. Учет неоднородности когорт индивидуумов по интен-
сивности контактов с другими индивидуумами.

Пусть когорты A1, A2 представлены когортами

A1,1, A1,2, A2,1, A2,2, (11)

индивидуумы которых являются умеренно активными – A1,1, A2,1 и высоко ак-
тивными – A1,2, A2,2 с точки зрения контактов между собой.

Численности когорт (11) обозначим через

x1,1(t), x1,2(t), x2,1(t), x2,2(t).

Зафиксируем t и численности когорт (11):

x1,i(t) = u1,i > 0, x2,j(t) = u2,j > 0, i, j = 1, 2.

Положим: u1 = u1,1 + u1,2, u2 = u2,1 + u2,2.
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Интенсивность контактов индивидуумов зададим так:

ĝ(u1,1, u1,2, u2,1, u2,2) =

∑2
i=1

∑2
j=1 ri,ju1,i u2,j

1 + u1 + u2

,

где ri,j > 0 – константы, такие, что r1,1 < r1,2 = r2,1 < r2,2.

Если принять, что r2,2 6 g0 или r1,1 > g0, то соответственно

ĝ(u1,1, u1,2, u2,1, u2,2) 6 g(u1, u2) =
g0u1u2

1 + u1 + u2

,

ĝ(u1,1, u1,2, u2,1, u2,2) > g(u1, u2) =
g0u1u2

1 + u1 + u2

.

Следовательно, результаты моделирования для однород-
ных когорт A1, A2 можно рассматривать как верхнюю или
нижнюю оценки Eν/y1, не привлекая прямые вычисления в
модели, включающей когорты A1,1, A1,2, A2,1, A2,2.
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• Продолжение вычислительного эксперимента.

Пусть, как и ранее, g(u1, u2) = g0u1u2/(1 + u1 + u2).
На рисунке представлены точечные оценки Ēν/y1 для пяти вариантов соста-
ва совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2, поступающих на объект W , и значений
g0 = 0.15, 0.3, 0.6 (час−1). Стандартная ошибка точечных оценок Ēν/y1 в зависимо-
сти от g0 не превосходит 0.00018, 0.00027, 0.00039.

Интерпретация. Представлены возможные верхние и нижние оценки Eν/y1 для
модели, включающей набор когорт A1,1, A1,2, A2,1, A2,2.
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5.2. Учет опосредованных контактов индивидуумов.

• Обозначим: C – зараженная вирусными частицами по-
верхность общедоступных мест объекта W , возникающая
при оседании воздушно-капельной смеси, выделяемой ин-
дивидуумами когорты A2,

c(s) – площадь C в момент времени s ∈ [0; Tmod].

Примем, что для фиксированного [t; t+ξ) ⊂ [0; Tmod] функ-
ция c(s) является решением задачи Коши

c(t) = ct,
dc(s)

ds
= σu2 − λc(s), s ∈ [t; t+ ξ), (12)

константа σ > 0 – скорость увеличения площади поверхности C в расчете на
одного заразного индивидуума,

константа u2 – фиксированная численность индивидуумов когорты A2,

константа λ > 0 – интенсивность уменьшения площади поверхности C за счет
естественной гибели находящихся там вирусных частиц,

ct – заданная константа.
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Пусть в момент времени t+ ξ проводится мгновенная сани-
тарная обработка общедоступных мест объекта W . Тогда

c(t+ ξ) = (1− δ)ĉ(t+ ξ), (13)

ĉ(t+ ξ) = lim
s→t+ξ−0

c(s), (14)

где c(s) – решение задачи (12), константа 0 < δ < 1 – доля поверхности
C, уменьшаемой при однократной санитарной обработке.

Пусть в момент времени t + ξ произошел контакт индиви-
дуума когорты A1 или A2 с поверхностью C (интенсивность
контакта β = const > 0). Тогда

c(t+ ξ) = max{0, ĉ(t+ ξ)− ϕ}, (15)

константа ϕ > 0 – средняя площадь ладони индивидуума, например, 150 см2.

Вероятность контакта индивидуума когорты A1 с поверхно-
стью C в момент времени t+ ξ равна u1/(u1 + u2).
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Если ĉ(t + ξ) > ϕ∗, то контакт индивидуума когорты A1 с
поверхностью C может приводить к его инфицированию,

0 < ϕ∗ < ϕ – пороговое значение, например, ϕ∗ = 0.25ϕ.

Введем математическое ожидание

Eµ/y1 = E
(µ(Tmod)

y1(Tmod)

)
(16)

случайной величины µ(Tmod)
y1(Tmod)

, отражающей число контактов индивидуумов когор-
ты A1 с поверхностью C в расчете на одного индивидуума когорты A1 за период
времени [0; Tmod], при условии y1(Tmod) > 0.

Пусть pν/y1, pµ/y1 – вероятности инфицирования восприим-
чивого индивидуума при контакте с заразным индивидуу-
мом и с зараженной вирусами поверхностью. Тогда, если

pν/y1Eν/y1 ≈ pµ/y1Eµ/y1, (17)

то прямые и опосредованные контакты индивидуумов в среднем дают сопостави-
мый вклад в формирование когорты новых инфицированных индивидуумов.
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