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Индикаторы устойчивости

сильно разреженных

матриц

n × n матрица A =
(
aij

)
,

aij ≥ 0

Решаемые задачи

1. Построение
биологического потенциала
популяции. Содержательный
смысл – среднее число
потомков у одной особи.
Пример – модель Лесли [1]
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2. Построение функционалов
отбора в задачах
эволюционной

оптимальности, см. [2, 3].

Индикаторы

устойчивости

Mn – множество
вещественных n × n матриц

A =
(
aij

)
, i, j = 1, . . . , n,

M+
n = {A ∈ Mn : A ≥ 0},

I =
(
δij

)
– единичная

матрица, σ(A) – спектр
матрицы A ∈ Mn, n = dimA,
r(A) = max {|λ| : λ ∈ σ(A)} –
спектральный радиус,



P(λ, A) = det(λI − A) –
характеристический полином,

‖·‖ – норма (вектора,
оператора).

Две функции f1,2 : Ω → Mn1,2

с одной и той же областью
определения Ω

r-эквивалентны, если ∀ω ∈ Ω

sign (r (f1 (ω)) − 1) = sign (r (f2 (ω)) − 1) .

В случае n2 = 1 функцию f2,
r-эквивалентную функции f1 с
областью определения Ω,
назовем ее индикатором

устойчивости (или матрицы
f1 на Ω).



Теорема 1. (см., например,
[4]). Тождественная функция
fk : Ak → Ak ∈ M+

k , Ak =
(
ak

ij

)
,

с областью определения
M+

k ∩
{
Ak : ak

kk < 1
}

r-эквивалентна функции
fk−1 : Ak → Ak−1 ∈ M+

k−1 с

Ak−1 =
(
ak−1

ij

)
∈ M+

k−1 и

ak−1
ij = ak

ij +
ak

ikak
kj

1 − ak
kk

. (1)

Ak =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

· · · · · · · · · | · · ·
· · · ak

ij · · · | ak
ik

· · · · · · · · · | · · ·
|

· · · ak
kj · · · | ak

kk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.



A = An → An−1 → . . . → A1 =
(
a1
11

)
.

Возможные препятствия

1. Очередное ak
kk > 1 ⇒

r(Ak) > 1 ⇒ r(An) > 1.

2. Очередное
ak

kk = 1&∃i < k : ak
ii 
= 1.

Подходящей перенумерацией
в Ak, переводится в нижний

правый угол.

В случае ak
ii < 1 –

продолжение процедуры



В случае ak
ii > 1 выполнения

условия теоремы.

3. Все ak
ii = 1, i ≤ k. Два
варианта.

3.1. Существует
неразложимая главная

подматрица J ⊆ Ak dimAk > 1.
Тогда r(Ak) ≥ r(J) > 1,

r(An) > 1.

3.2. Перенумерацией в Ak

можно привести ее к
треугольному виду с
единицами на главной
диагонали. r(Ak) = 1,

r(An) = 1.



Разреженные матрицы

Из (1) из ak
ikak

kj = 0 следует

ak−1
ij = ak

ij, т.е. на (n− k +1)-м
шаге элемент на (i, j)-й
позиции, не меняется.

Sk - число ненулевых
элементов матрицы Ak,

pk = Sk
k2 ≤ 1 – доля таковых,

т.е. вероятность того, что
ak

ij > 0 для позиции (i, j).

Sk−1 = Sk−pk (2k − 1)+pk (k − 1)Rk,

(2)
Rk = pk (k − 1) qk, qk = 1 − pk.
Сомножитель pk (k − 1) – это



число ненулевых
недиагональных элементов
последней строки матрицы

Ak, т.е. ak
kj > 0 с j < k.

То же для последнего
столбца матрицы Ak, т.е.
ak

ik > 0 с i < k, в Rk, qk –
вероятность того, что на
этом же месте в матрице Ak

стоял нулевой элемент.

Собирая выражения в (2),
находим

pk−1 = pk + p2
k (1 − pk) . (3)



Функция f(p) = p + p2 (1 − p)

Итерационная процедура (3)
с pn ∈ (0,1) дает

pn < pn−1 < . . . < pn−i < . . . < 1,

Оценка числа итераций для
выхода последовательности
на значения порядка единицы
для сильно разреженных

матриц.



Sn ≈ (1 + ε)n, pn ≈ 1+ε
n .

Аппроксимируя при малых pk

дискретную
последовательность (3)
решением ДУ dP

dt = P2 с
P(t) = pk при t = n − k,
находим P(t) = 1

T−t для
некоторого T .

Начальное условие P(0) = pn.
T ≈ n

1+ε – время выхода
решения ДУ на

бесконечность. Число
итераций в (3) для выхода на
значения порядка единицы. В

случае ε � 1 получим
T ≈ n (1 − ε). К моменту

заполнения матрицы Ak, ее
размер сократится до k ≈ εn.



Число арифметических
операций для вычисления
индикатора устойчивости по
формулам (1), оценивается
для матрицы размера k

величиной 4
3k3. Поправка на

время на этапе достижения
заполнения матрицы в случае
использования специальных
алгоритмов для разреженных
матриц, исчезающе мала при
n → ∞. Например, при p = 1+ε

n
для ε � 1 � n поправка не

превышает ∼ O(n2). Реальное
время для вычисления
индикатора оценивается

величиной C (εn)3 + O(n2) с C

порядка единицы.
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