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1. Введение.

Рассматривается сообщество индивидуумов, состоящее из
популяций

A1, . . . , Ak, . . . , Am,

численность которых в момент времени t задается вектором

x(t) = (x1(t), . . . , xk(t), . . . , xm(t)).

Обозначим через xt запаздывающую переменную, которая
отражает предысторию развития популяций.

Положим, что xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−ω; 0], ω > 0 – неко-
торая константа.

В достаточно общей постановке модель динамики x(t) мож-
но записать в следующей форме:
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dxi(t)

dt
= fi(t, xt)−µixi(t)−gi(t, xt)xi(t), k+1 6 i 6 m, (1)

xi(t) =

∫ t

t−τi(t)
e−

∫ t
t−a(µi+gi(s,xs))dsfi(a, xa)da, 1 6 i 6 k, (2)

t > 0,

xi(t) = x
(0)
i (t), 1 6 i 6 m, t ∈ [−h; 0], (3)

fi(t, xt) > 0 для xt > 0 – скорость поступления или воспроизводства индивидуумов
популяции Ai,

µi > 0, gi(t, xt) > 0 для xt > 0 – интенсивности гибели, миграции и взаимодействия
индивидуумов популяции Ai и остальных популяций,

0 < τi(t) 6 τ – длительность пребывания индивидуума в популяции Ai, 1 6 i 6 k,

x
(0)
i (t) – неотрицательные начальные функции,

h, τ – некоторые положительные константы.

УРАВНЕНИЯ (2) в явной форме описывают динамику xi(t) для популяций Ai,

индивидуумы которых имеют ограниченное время пребывания в этих популяциях.
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Некоторые проблемы, возникающие при разработке и ис-
следовании конкретной модели:

1) выбор структуры уравнений, исходя из предположений модели относительно
объекта исследования — структурная адекватность модели,

2) обоснование корректности модели (существование, единственность, неотрица-
тельность решений на полуоси при неотрицательных начальных данных) — мате-
матическая адекватность модели,

3) возможность приближения известных (достоверных) реальных данных для
некоторых наборов параметров модели — адекватность модели реальным данным,

4) исследование устойчивости положения равновесия x∗, интерпретируемого как
состояние здорового (неинфицированного) человека или отсутствие инфекции сре-
ди населения некоторого региона, на основе показателя R0 или его аналогов,

5) интерпретация решений для для случаев, когда общая численность всех «ин-

фекционных» переменных модели y(t) такова, что y(t) < 1 в течение относительно

продолжительного промежутка времени t ∈ (t1, t2).
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Пример 1.

Изучается динамика переменных в модели развития ВИЧ-1 инфекции в организме

человека. Блок-схема модели:

K ωK , nE
E

µE

D

Ω νKrT
TµT

D

γT,V

γT,I

CµC
D γT,V

V µV
D

ωC

IµI , σUνU ,
γI,E

D νU
U µU

D

ωU

1T – клетки-мишени; V – зрелые вирусные частицы; C – инфицированные клетки-
мишени в стадии подготовки к производству вирусных частиц;
I – продуктивно-инфицированные клетки; U – незрелые вирусные частицы;
K – клетки-предшественники лимфоцитов-киллеров; E – лимфоциты-киллеры;
Ω – источник производства клеток T и K;
D – все погибшие клетки и вирусные частицы.
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Уравнения модели:

dT (t)

dt
= rT − µTT (t)− (γT,V V (t) + γT,II(t))T (t),

dI(t)

dt
= −(µI+σUνU)I(t)−γI,EI(t)E(t)+e−µCωC

(
γT,V V (t−ωC)+γT,II(t−ωC)

)
T (t−ωC),

dV (t)

dt
= −µV V (t)− γT,V T (t)V (t) + e−µUωUνUI(t− ωU),

dE(t)

dt
= −µEE(t) + nEνKI(t− ωK),

C(t) =

∫ t

t−ωC

e−µC(t−s)(γT,V V (s) + γT,II(s)
)
T (s)ds,

U(t) =

∫ t

t−ωU

e−µU(t−s)νUI(s)ds,

K(t) =

∫ t

t−ωK

νKI(s)ds, t > 0,

T (t) = T0(t), I(t) = I0(t), V (t) = V0(t), E(0) = E0,

t ∈ [−max{ωC, ωU , ωK}; 0].

Все параметры, включая запаздывания, положительны, начальные функции неот-

рицательны и непрерывны.
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Система дифференциальных уравнений модели имеет три-
виальное положение равновесия

X∗ = (T ∗, I∗, V ∗, E∗) =

(
rT

µT
, 0, 0, 0

)
.

Введем константу

R0 =
γT,I T

∗e−µC ωC

µI + σU νU
+

νUγT,V T
∗e−(µC ωC+µU ωU)

(µI + σU νU)(µV + γT,V T ∗)
,

которая называется базовым репродуктивным числом.

Имеем следующий результат: 1) если R0 < 1, то тривиаль-
ное положение равновесия X∗ асимптотически (локально)
устойчиво; 2) если R0 > 1, то положение X∗ не устойчиво.

На следующих двух рисунках приведены некоторые резуль-
таты моделирования динамики ВИЧ-1 инфекции.
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Обозначение: Z(t) = C(t)+I(t)+U(t)+V (t) – общая численность инфицированных

клеток и вирусных частиц в момент t, время в сутках.
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1Рис. 1. Случай R0 = 0.95 и различных значений V (0).
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1Рис. 2. Случай R0 = 9.85 и различных значений V (0).

Из рис. 2 (цифра 3) видно, что Z(t) < 1 для t ≈ 10−18 суток, т.е. можно говорить

об искоренении инфекции, хотя максимальная вирусная нагрузка очень велика.
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Пример 2.

Изучается динамика переменных в модели распространения эпидемии в некотором

регионе. Блок-схема модели:

S – восприимчивые к инфекции индивидуумы; U – первично-инфицированные (не
заразные) индивидуумы, находящиеся в латентной стадии развития заболевания;
I – больные (не изолированные) индивидуумы, способные к заражению индиви-
дуумов S;
V — изолированные больные индивидуумы, находящиеся на лечении;
L – переболевшие индивидуумы, сформировавшие иммунитет к инфекции;
G – подрастающие индивидуумы региона или взрослые индивидуумы других ре-
гионов; D — погибшие или покинувшие регион индивидуумы.
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Обозначим:

ρL,S(t) = qLe
−(µUωU+µLωL)βS,IS(t−ωU−ωL)I(t−ωU−ωL)+e−(µV ωV +µLωL)γII(t−ωV−ωL).

Уравнения модели таковы:

dS(t)

dt
= rS − µSS(t)− βS,IS(t)I(t) + ρL,S(t),

dI(t)

dt
= qIe

−µUωUβS,IS(t− ωU)I(t− ωU)− (µI + γI)I(t),

U(t) =

∫ t

t−ωU

e−µU(t−a)βS,IS(a)I(a)da,

V (t) =

∫ t

t−ωV

e−µV (t−a)γII(a)da, t > 0,

L(t) =

∫ t

t−ωL

e−µL(t−a)
(
qLe

−µUωUβS,IS(a− ωU)I(a− ωU) + e−µV ωV γII(a− ωV )
)
da,

S(t) = S0(t), I(t) = I0(t), t ∈ [−max{ωU + ωL, ωV + ωL}; 0].

Все параметры, включая запаздывания, положительны, qL + qI = 1, начальные

функции неотрицательны и непрерывны.
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Система дифференциальных уравнений модели имеет три-
виальное положение равновесия

X∗ = (S∗, I∗) =

(
rS

µS
, 0

)
.

Введем константу

R0 =
qI e

−µUωUβS,IS
∗

µI + γI
,

которая называется коэффициентом распространения ин-
фекции.

Имеем следующий результат: 1) если R0 < 1, то X∗ асимп-
тотически (локально) устойчиво; 2) если R0 > 1, то X∗ не
устойчиво.

На следующих рисунках приведены некоторые результаты
моделирования динамики эпидемического процесса.
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Обозначение: U(t) + I(t) – общая численность первично-инфицированных и боль-

ных индивидуумов в момент времени t.

Рис. 3. Случаи R0 = 0.68, 0.85, 1.09, I(0) = 10, ωL = 210 суток. По вертикальной

оси Z(t) = ln(U(t) + I(t) + 1), по горизонтальной – время t в сутках.
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Рис. 4. Случаи R0 = 2.05, 4.92, 6.97, I(0) = 10, ωL = 210 суток. По вертикальной

оси Z(t) = ln(U(t) + I(t) + 1), по горизонтальной – время t в сутках. Пунктирная

линия задает уровень ln 2. Динамика переменной Z6 указывает на прекращение

эпидемического процесса.
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Заменим в модели одно из предположений, а именно:

вместо ρL,S(t) используем γLL(t),

где γL > 0 – интенсивность потери иммунитета, 1/γL – сред-
няя продолжительность сохранения иммунитета.
Уравнения модели принимают вид

dS(t)

dt
= rS − µSS(t)− βS,IS(t)I(t) + γLL(t),

dI(t)

dt
= qIe

−µUωUβS,IS(t− ωU)I(t− ωU)− (µI + γI)I(t),

dL(t)

dt
= qLe

−µUωUβS,IS(t− ωU)I(t− ωU) + e−µV ωV γII(t− ωV )− (µL + γL)L(t),

«ПЛЮС» предыдущие уравнения для U(t), V (t) «ПЛЮС» начальные данные.

Эта система уравнений имеет тривиальное положение равновесия

X∗ = (S∗, I∗, L∗) =

(
rS

µS
, 0, 0

)
,

и 1) если R0 < 1, то X∗ асимптотически (локально) устойчиво; 2) если R0 > 1, то
X∗ не устойчиво (при том же выражении для R0).
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Следующий рисунок показывает принципиально другие результаты моделирова-

ния динамики эпидемического процесса для нового варианта модели. Качествен-

ное совпадение только на начальном периоде развития эпидпроцесса.

СОХРАНЕНЫ все значения параметров модели, убрано запаздывание ωL, добав-

лена константа γL.

Рис. 5. Случай R0 = 6.97, I(0) = 10, 1/γL = 75, 125, 175 суток – линии Z7, Z8, Z9.

По вертикальной оси Z(t) = ln(U(t) + I(t) + 1), по горизонтальной – время t в

сутках. Линии Z6, Z* из рис. 4.
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Приведенный на рис. 4, 5 вариант поведения решения модели (с учетом запазды-

вания ωL = 210 суток) на промежутке ≈ [0; 360] суток качественно достигается

только за счет значительного изменения параметра γL.

Рис. 6. Случай R0 = 6.97, I(0) = 10, 1/γL = 1000, 5000, 10000 суток – линии Z10,

Z11, Z12. По вертикальной оси Z(t) = ln(U(t) + I(t) + 1), по горизонтальной –

время t в сутках. Пунктирная линия Z* – значение ln 2. Динамика переменных

Z11, Z12 указывает на прекращение эпидемического процесса.
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