
Вычислительные технологии в
моделировании электрофизиологии

Александр Данилов, Алексей Чернышенко, Александра Юрова
6-8 ноября 2018

ИВМ РАН, МФТИ, Сеченовский университет



Технологическая цепочка

Сегментация Сетки МКЭ

ITK-SNAP CGAL Mesh Ani3D ParaView

A. A. Danilov, et al. Modelling of bioimpedance measurements: unstructured mesh application to real human anatomy. RJNAMM, 2012.
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Постановка задачи



Постановка задачи Bidomain

φe – внеклеточный электрический потенциал
v – трансмембранное напряжение

χ

(
Cm

∂v
∂t + Iion(u, v)

)
−∇ · (σi∇(v+ φe)) = Ii в Ω

∇ · ((σi + σe)∇φe + σi∇v) = −Itotal в Ω
∂u
∂t = f(u, v)

Cm – удельная емкость клеточной мембраны
χ – отношение площади к объему клетки

σi и σe – внутриклеточная и внеклеточная проводимости
Ii, Itotal = Ii + Ie – внутриклеточный и суммарный источники

u – вектор фазовых переменных
Iion и f – заданные функции, описывающие клеточную модель
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Постановка задачи Bidomain

Граничные условия

n · (σi∇(v+ φe)) = 0 на ∂Ω

n · (σe∇φe) = 0 на ∂Ω

Задача “Bidomain with bath”

∇ · (σb∇φe) = 0 в Ωb
n · σe∇φe = n · σb∇φe на ∂Ω

n · σb∇φe = 0 на ∂Ωb \ ∂Ω

 

∂Ωb    

          ∂Ω 

        Ω                          Ωb 
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Постановка задачи Monodomain

Пусть σe = Kσi

χ

(
Cm

∂v
∂t + Iion(u, v)

)
−∇ · (σ∇v) = I в Ω

∂u
∂t = f(u, v)
n · (σ∇v) = 0 на ∂Ω

σ = K
1+ Kσi

I – источник тока
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Сегментация изображений и
построение сеток



Сегментация торса Visible Human Project

567× 305× 843 вокселей
1× 1× 1 мм
26 органов и тканей

Всего 146М вокселей, 68М внутри тела
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Неструктурированные тетраэдральные сетки

CGAL Mesh (www.cgal.org) – построение сетки Делоне
Ani3D (sf.net/p/ani3d) – улучшение качества сетки

413 508 вершин, 2 315 329 тетраэдров, 84 430 боковых граней
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Персонализированная сегментация
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Персонализированная сегментация
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Модель торса и сердца

Торс: 5.97М ячеек, 981К вершин

7/20



Модель торса и сердца

Торс: 5.97М ячеек, 981К вершин
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Модель торса и сердца

Желудочки сердца: 2.47М ячеек, 440К вершин

7/20



Модель торса и сердца

Желудочки сердца: 2.47М ячеек, 440К вершин
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Предсердия, Trayanova Lab, JHU

h, мкм NV, млн NT, млн

600 0.65 3.1
500 1 5.5
400 2 10
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Предсердия, Trayanova Lab, JHU

h, мкм NV, млн NT, млн

400 1.2 6.8
350 1.8 10
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Левый желудочек, Trayanova Lab, JHU

h, мкм NV, млн NT, млн время, мин

680 0.97 5.4
400 4.5 27
375 5.5 33 15
350 6.8 41 20 10/20



Численная схема



Численная схема

• Схема расщепления и неявная схема по времени
• МКЭ с P1 элементами на тетраэдральных сетках
• Реализовано с помощью пакета Ani3D (sf.net/p/ani3d)
• Система ОДУ – SUNDIALS/CVODE

Ki+eφn+1e = −Kivn +Mitotal(
1

χCm
Ki +

1
∆tM

)
vn+1 = M

(
1
∆tv

n − 1
Cm
iion +

1
χCm

ii
)
− 1

χCm
Kiφn+1e

Ki+e – матрица оператора −∇ · (σi + σe)∇

Ki – матрица оператора −∇ · σi∇

M – матрица масс
φne – вектор неизвестных φe
vn – вектор неизвестных v
i∗ – вектор правых частей I∗
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Численная верификация: аналитическое решение

Ω = [0, 1]3

u = (u1,u2,u3), Ii = 0, Itotal = 0

f(u, v) =

 (u1 + u3 − v)2u22 + 0.5(u1 + u3 − v)u22(v− u3)
−(u1 + u3 − v)u32

0


Iion(u, v) = −Cm2 (u1 + u3 − v)u22(v− u3) +

β(v− u3)
χ

Точное решение φe = −(1+ t)1/2 cos(πx) cos(2πy) cos(3πz)

Начальные условия и прочие параметры заданы в
P. Pathmanathan, R. A. Gray, Verification of computational models of cardiac
electro-physiology. IJNMBE 2014; 30: 525–544.
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Анализ сходимости

Таблица 1: Monodomain

N ||err||L2 порядок

555 7.045e-1 –
3202 2.777e-1 1.73
21476 7.271e-2 2.24
152351 2.038e-3 1.96

Таблица 2: Bidomain

N ||err||L2 порядок

555 2.737e-1 –
3202 9.534e-2 1.96
21476 2.501e-2 2.24
152351 6.824e-3 2.00

Задача с аналитическим решением из
P. Pathmanathan, R. A. Gray, Verification of computational models of cardiac
electro-physiology. IJNMBE 2014; 30: 525–544.

13/20



N-version Benchmark, Niederer et al., 2011Cardiac physiology simulator benchmark 4339

3 mm
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Figure 1. (a) Schematic showing the dimensions of the simulation domain. The stimulus was
applied within the cube marked S. (b) Summary of points at which activation time was evaluated.
Activation times at points P1–P9 were evaluated and are available in the electronic supplementary
material. Plots of the activation time were evaluated along the line from P1 to P8 and plots of the
activation along the plane shown are provided in two dimensions.

Table 3. Model-specific parameters.

variable description

geometric domain cuboid
dimensions 20 × 7 × 3 mm
fibre orientation fibres are aligned in the long, 20 mm, axis
discretization 0.5, 0.2 and 0.1 mm isotropic
PDE time steps 0.05, 0.01 and 0.005 ms
stimulation geometry 1.5 × 1.5 × 1.5 mm cube from a corner
stimulation protocol 2 ms at 50 000 mA cm−3

surface area to volume ratio 140 mm−1, 1400 cm−1 or 0.14 mm−1

membrane capacitance 0.01 mF mm−2 or 1 mF cm−2

intra-longitudinal, intra-transversal,
extra-longitudinal and extra-transversal
conductivities, using s = sise(se + si)−1

in the monodomain model

0.17, 0.019, 0.62, 0.24 S m−1

their raw format, which were converted to the CMISS graphical user interface
(CMGUI) [47] format to allow for a consistent visualization platform. Once
a result was analysed, the participant was contacted if their results differed
significantly from the other results. This process identified user error and
misunderstandings in the problem definition as well as numerical errors in some of
the submitted results. This process led to an iterative refinement of the problem
description, resulting in a complete definition that provided participants with
sufficient information to reproduce the simulations.

Phil. Trans. R. Soc. A (2011)
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N-version Benchmark, Niederer et al., 2011Cardiac physiology simulator benchmark 4341
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Figure 2. Activation times along the blue line depicted in figure 1b between points P1 and P8 for
solutions with Dt = 0.005 ms and Dx = 0.1 mm (red line), 0.2 mm (green line) and 0.5 mm (blue
line). Plot labels correspond to code indexing listed in table 4.

codes showing less dependence on the spatial resolution. Also for code A the blue
line (Dx = 0.5 mm) is below the red line (Dx = 0.1 mm). Thus, as the mesh was
refined, the conduction velocity of the activation wave decreased slightly for this
code but increased for all other codes.

The simulations were performed with a transversely isotropic conduction
tensor. To show the impact of changing spatial resolution on activation wave
curvature, and propagation along and across the preferential fibre direction,
we evaluated activation times in the plane shown in figure 1b. Figure 4 shows
activation times for the highest and lowest spatial resolution with Dt = 0.005 ms.
These data show that codes A and H were better able to capture off-fibre
conduction velocities at courser spatial resolutions, and that codes C, E and
F had far greater boundary effects at coarser resolutions.

All of the benchmark simulations were performed using either the finite element
method (FEM) or the finite difference method (FDM). Codes that use the
same underlying method would be expected to be more similar than codes that
use an alternative method. To evaluate quantitatively the difference between
simulation results, we determined the L2 norm of the difference in activation times
between simulations with the highest spatial and temporal resolution (table 5).
Interestingly, in a number of cases, the simulation results were closest when the
simulations were performed using different numerical methods. Specifically, code
A, solved using the FEM, was closest to code G, which used the FDM. Similarly,
code B, which used tetrahedral finite elements, was closest to code I, which used
a regular grid FDM.

Phil. Trans. R. Soc. A (2011)
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N-version Benchmark, Niederer et al., 2011
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S. A. Niederer et al., Verification of cardiac tissue electrophysiology
simulators using an N-version benchmark Phil. Trans. R. Soc. 369, (2011). 14/20



Сравнение с Chaste

• Уравнения Monodomain
• Сетка – Oxford Rabbit Heart
• Клеточная модель – Mahajan 2008
• S1-S2 протокол активации (t2 = 170 мс)
• Доступно референтное решение в Chaste

Полная постановка задачи в
P. Pathmanathan, R. A. Gray, Verification of computational models of cardiac
electro-physiology. IJNMBE 2014; 30: 525–544.
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Сравнение с Chaste

300 мс Ani3D Chaste
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Сравнение с Chaste

400 мс Ani3D Chaste
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Сравнение с Chaste

500 мс Ani3D Chaste
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Прямая задача ЭКГ



Векторная модель ЭКГ

qheart – электрический вектор сердца

qheart =

∫
Ω

σ∇v dV

p – вектор проекции отведения
s – сигнал отведения

s = qheart · p

, it is the ac-
ith this axial reference

system, a wave of depolarization oriented at
60º produces the greatest positive deflection

in lead II. A wave of depolarization oriented
90º relative to the heart produces equally

positive deflections in both leads II and III. In
the latter case, lead I shows no net deflection
because the wave of depolarization is heading
perpendicular to the 0º, or lead I, axis (see

exist in ad-

I

II
aV

aV  aV

III
F

LR

0° 

+60°
+90°

-30° -150°

+120°

Kotikanyadanam M., Göktepe S., Kuhl E. Computational modeling of
electrocardiograms: A finite element approach toward cardiac excitation.
IJNMBE 2010; 26: 524–533
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Полная модель ЭКГ

Ω0 – тело вокруг сердца
Γext – внешняя граница
ΓH – интерфейс между Ω и Ω0

−∇ · ((σi + σe)∇φ0) = ∇ · (σi∇v) в Ω

−∇ · (σ0∇φ0) = 0 в Ω0
n · σ0∇φ0 = 0 на Γext
+ непрерывность φ0 на ΓH

v – решение задачи Monodomain / Bidomain
φ0 – электрический потенциал
σ0 – тензор проводимости (неоднородный)
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Полная модель тела человека

Модель VHP, сетка CGAL Mesh, решение Ani3D

Отведение ЭКГ s = Vh · ph
Vh – трансмембранное напряжение, ph – фиксированный вектор
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Чувствительность ЭКГ к сегментации
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Выводы

• Представлены методы сегментации и построения сеток

• Разработана модель электрофизиологии на основе Ani3D

• Проведено сравнение с бенчмарками

• Разработаны методы быстрого решения прямой задачи ЭКГ

• Проведен анализ чувствительности ЭКГ к сегментации
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Спасибо за внимание!
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