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Модель

Рассматривается система из пяти ОДУ, пусть
T (t) — раковые клетки,
N(t) — естественные киллеры (NK),
L(t) — цитотоксические Т-клетки (CTL, Т-киллеры),
C (t) — свободно циркулирующие лимфоциты,
M(t) — концентрация лекарства в организме.

dT

dt
=

логистический закон роста⏞  ⏟  
aT (1 − bT ) − cNT − DT⏟  ⏞  

негативное влияние NK и Т-клеток

негативное влияние лекарства⏞  ⏟  
− KT f (M)T

dN

dt
= eC⏟ ⏞ 

прирост из лимфоцитов

естественная смерть⏞  ⏟  
− fN + g

T 2

h + T 2N⏟  ⏞  
мобилизация NK клеток

инактивация NK⏞  ⏟  
−pNT − KN f (M)N⏟  ⏞  
негативное влияние лекарства
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dL

dt
=

естественная смерть⏞  ⏟  
− mL + j

(DT )2

k + (DT )2
L⏟  ⏞  

мобилизация CTL

инактивация⏞  ⏟  
− qLT + (r1N + r2C )T⏟  ⏞  

дополнительное рекрутирование

−

− uL2⏟  ⏞  
иммуносупрессия

негативное влияние лекарства⏞  ⏟  
− KLf (M)L

dC

dt
= 𝛼⏟ ⏞ 

естественный прирост

естественная смерть⏞  ⏟  
− 𝛽C − KC f (M)C⏟  ⏞  

негативное влияние лекарства

dM

dt
= − 𝛾M⏟  ⏞  

скорость выведения лекарства

доза вводимого лекарства⏞  ⏟  
+ v(t) , где D =

d(L/T )l

s + (L/T )l
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Постановка задачи

Ставится задача поиска оптимального программного управления v(t)
для описанной системы при следующих условиях:

(T0,N0, L0,C0,M0) — вектор начальных условий;
t* > 0 — фиксированный конечный момент времени;
v(t) ∈ U ⊂ R, где U — множество допустимых управлений:

U = {v(t) — измеримые, кусочно-непрерывные функции:

0 ≤ v(t) ≤ R, ∀t ∈ [0, t*]}.

При этом требуется минимизировать количество раковых клеток в
конечный момент времени, т.е.

J(t*,T (t*)) = T (t*) → min
vM∈U

.

В. С. Розова (ВМК МГУ) Дипломная работа 2 ноября 2015 г. 5 / 24



Ограничения

Ограничение на количество Т-киллеров в конечный момент
времени. Методом штрафных функций функционал приводится к
виду:

J1(t
*) =

{︃
T (t*), если L(t*) ≥ Lmin,
T (t*) + 𝜌(Lmin − L(t*)), если L(t*) < Lmin.

Фазовое ограничение на концентрацию лекарства в организме.
Расширенный функционал в таком случае имеет вид:

J2(t
*) = J1(t

*) +

t*∫︁
0

𝜙(t) dt, где

𝜙(M(t)) =

{︃
0, если M(t) ≤ Q,
𝜃(Q −M(t))2, если M(t) > Q.
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Принцип максимума Понтрягина

Для поставленных задач с ограничениями записывается принцип
максимума Л.С. Понтрягина.
Функция Гамильтона-Понтрягина зависит от управления v(t)
линейно, поэтому

v* =

⎧⎪⎨⎪⎩
R, если 𝜓5 > 0,
0, если 𝜓5 < 0,
[0,R], если 𝜓5 = 0.

.

Ввиду нелинейности правых частей системы, определение знака
сопряженной переменной 𝜓5 затруднено.
Задача решается численно. Используются модифицированный
метод последовательных приближений и метод игольчатой
линеаризации.
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Результаты. Ограничение на количество Т-киллеров

Начальные условия: (106, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничение: L(t*) < Lmin, Lmin = 102

t* = 30 дней
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Рис.: Значение функционала J1(t
*,T (t*), L(t*)) = 5.1057 · 10−15
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Результаты. Ограничение на количество Т-киллеров

Начальные условия: (107, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничение: L(t*) < Lmin, Lmin = 102

t* = 40 дней
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Рис.: Значение функционала J1(t
*,T (t*), L(t*)) = 5.5635 · 10−13

В. С. Розова (ВМК МГУ) Дипломная работа 2 ноября 2015 г. 9 / 24



Результаты. Ограничение на количество Т-киллеров

Начальные условия: (108, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничение: L(t*) < Lmin, Lmin = 102

t* = 50 дней
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Рис.: Значение функционала J1(t
*,T (t*), L(t*)) = 1.5139 · 10−10
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Результаты. Комбинация ограничений

Начальные условия: (106, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничения: L(t*) < Lmin, Lmin = 102, M(t) < Q, Q = 1
t* = 30 дней
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Рис.: Оптимальное управление при Q = 1.
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Результаты. Комбинация ограничений
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Рис.: Управление удерживает концентрацию ниже уровня Q = 1. Значение
функционала: J2(t

*,T (t*), L(t*),M(t)) = 1.7781 · 10−14.

В. С. Розова (ВМК МГУ) Дипломная работа 2 ноября 2015 г. 12 / 24



Результаты. Комбинация ограничений

Начальные условия: (106, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничения: L(t*) < Lmin, Lmin = 102, M(t) < Q, Q = 0.8
t* = 30 дней
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Рис.: Оптимальное управление на всем интервале времени и на 0 ≤ t ≤ 7.
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Результаты. Комбинация ограничений
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Рис.: Управление удерживает концентрацию ниже уровня Q = 0.8. Значение
функционала: J2(t

*,T (t*), L(t*),M(t)) = 2.6575 · 10−12.

В. С. Розова (ВМК МГУ) Дипломная работа 2 ноября 2015 г. 14 / 24



Результаты. Ограничение на концентрацию лекарства
Начальные условия: (107, 103, 10, 6 · 108, 0)
Ограничение: M(t) < Q, Q = 1
t* = 40 дней
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Рис.: Оптимальное управление на всем интервале времени и на 0 ≤ t ≤ 5.
Время введения лекарства 𝜏1 = 14, 5 часов, перерыв 𝜏2 = 2, 5 часа.
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Результаты. Ограничение на концентрацию лекарства
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Рис.: Управление удерживает концентрацию ниже уровня Q = 1. Значение
функционала J2(t

*,T (t*),M(t)) = 4.2101 · 10−13
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Выводы

Полученные оптимальные стратегии принадлежат классу
релейных управлений.
Показано, что в зависимости от начальных условий управляющая
функция может иметь различное число переключений.
Для достаточно большого начального размера популяции раковых
клеток наиболее эффективной (при ограничении на концентрацию
лекарства) является периодическая стратегия терапии. Однако
такое лечение не позволяет сохранить необходимое минимальное
количество Т-киллеров.
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