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Ñîäåðæàíèå äîêëàäà

×àñòü 1: Çàäà÷è,ïðèâîäÿùèå ê ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìå

I Áèîëîãè÷åñêèå çàäà÷è (ýâîëþöèîííàÿ òåîðèÿ èãð)

I Ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè èãð

×àñòü 2:Àíàëèç ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

I Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ

I Ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ

I Ðàñïðåäåëåííûé àíàëîã ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó

I Äâóìåðíûå çàäà÷è
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Áèîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïóëÿöèé :

I Äâà âèäà, n è m ïîïóëÿöèé ñîîòâåòñòâåííî.

I xi , yi � ÷èñëåííîñòè i-ûõ ïîïóëÿöèé.

I Ââåäåíèå îòíîñèòåëüíîé ÷èñëåííîñòè äëÿ îáîèõ âèäîâ

pi =
xi∑n

k=1
xk

; qj =
yj∑m

k=1
yk

;

è èñïîëüçîâàíèå çàêîíà âîñïðîèçîäñòâà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
ñèñòåìó {

ṗi = pi ((Aq)i − (p,Aq)) ; i = 1, n
q̇j = qj ((Bp)j − (q,Bp)) ; j = 1,m.

A,B� ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé ñ ïîñòîÿííûì
ýëåìåíòàìè.

I Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ðåïëèêàòîðíîé.
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Áèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè â ëèòåðàòóðå

I Hawk-Dove (Owner-Intruder)

I Battle of sexes

I Sel�shness
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Îïèñàíèå ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé áèìàòðè÷íîé

àñèììåòðè÷íîé èãðå

I A,B ∈ Rn×n � ìàòðèöû âûïëàò â èãðå.

I ui (t), vi (t) � âåðîÿòíîñòè âûáîðà i-é ñòðàòåãèè ïåðâûì è
âòîðûì èãðîêàìè ñîîòâåòñòâåííî(i = 1, n).

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ èãðó:{
u̇i = ui ((Av)i − (u,Av)) ; i = 1, n
v̇j = vj ((Bu)j − (v ,Bu)) ; j = 1, n.

(1)

n∑
i=1

ui = 1,
n∑

j=1

vj = 1;

(Av)i =
n∑

j=1

aijvj , (Bu)i =
n∑

j=1

bijuj .
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèñòåìû

I Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû

(Av)1 = (Av)2 = . . . = (Av)n = β1;

(Bu)1 = (Bu)2 = . . . = (Bu)n = β2.

I Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó âñåãäà ñóùåñòâóåò;

I Ñòðîãîå ðàâíîâåñèå åñòü ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ;

I Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó èãðû ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû;

I Èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ï.ð. ñëåäóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.
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Ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè â ëèòåðàòóðå

I Chain-Store
I Partnership
I Äèëåììà çàêëþ÷åííîãî
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Öåëè ðàáîòû

I Âûÿâëåíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî è äåñòàáèëèçèðóþùåãî âëèÿíèÿ
äèôôóçèè.

I Ñâÿçü óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ
ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû.

I Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé.
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Îïèñàíèå ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé

I d1

i , d
2

i � êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè; i = 1, n.

I x ∈ D � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, D � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.

I ui (x , t), vi (x , t) äèôôåðåíöèðóåìû ïî t è ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W k

2 (D).
∂ui
∂t

= ui
(
(Av)i − f 1

)
+ d1

i

∂2ui
∂x2

; i = 1, n

∂vj
∂t

= vj
(
(Bu)j − f 2

)
+ d2

i

∂2vj
∂x2

; j = 1, n.

(2)

f 1 =

∫
D

(u,Av)dx ; f 2 =

∫
D

(v ,Bu)dx ;

∀t :
n∑

i=1

∫
D

ui (x , t)dx = 1;
n∑

i=1

∫
D

vi (x , t)dx = 1.

∂ui
∂n

∣∣∣∣
x∈Γ

= 0;
∂vi
∂n

∣∣∣∣
x∈Γ

= 0; u(x , 0) = φ1(x); v(x , 0) = φ2(x).
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Ïîíÿòèå î ðàâíîâåñèè ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé

Ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà :

d1

i 4w (1)(x) + w
(1)
i

(
(Aw (2))i − f 1

)
= 0; i = 1, n;

d2

i 4w (2)(x) + w
(2)
i

(
(Bw (1))i − f 2

)
= 0; i = 1, n;

(3)

I w
(k)
i (x), k = 1, 2, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà ïðè

i = 1, n,

I Íà ãðàíèöå
∂w1

i

∂n
= 0;

∂w2

i

∂n
= 0.

I
∑n

i=1

∫
D
w

(k)
i dx = 1; k = 1, 2;

I f 1 =
∑n

i=1

∫
D

(w (1),Aw (2)); f 2 =
∑n

i=1

∫
D

(w (2),Bw (1)).

Âåðíî :

1. Òî÷êè ïîêîÿ èñõîäíîé ñèñòåìû 1 óäîâëåòâîðÿþò ñòàöèîíàðíûì
óðàâíåíèÿì 3.

2. Òàêèå ðåøåíèÿ � ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé 3.

3. Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3 � ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ 2.
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Óñòîé÷èâîñòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü (û, v̂) � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé
ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû (1). ×òîáû ýòî ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíîå ðàâíîâåñèå ðàñïðåäåëåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû
áûëî óñòîé÷èâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

n∑
i=1

(d1

i + d2

i ) >
θ

λ1
;

ãäå λ1 � ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è
∆ψ(x) + λψ(x) = 0, x ∈ Ω, δnψ|x∈Γ = 0.

θ = (û,Av̂)(v̂ ,Bû).
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Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ

Çàïèøåì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó ñ äèôôóçèåé â âèäå:

dw1

i

dx
= pi (x);

dpi
dx

= − 1

d1
i

w1

i

(
(Aw2)i − f 1

)
;

dw2

i

dx
= qi (x);

dqi
dx

= − 1

d2
i

w2

i

(
(Bw1)i − f 2

)
;

(4)

Çäåñü ïåðåìåííóþ x ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìÿ.

f 1 = (w1,Aw2); f 2 = (w2,Bw1).

pi (0) = qi (0) = 0⇒ wk
i = 0; k = 1, 2; i = 1, n.
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Äèíàìèêà ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (ŵ1(x), ŵ2(x)) ∈ Sn(Ω)× Sn(Ω) ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, åñëè∫

Ω

(
u(x , t),Aŵ2(x)

)
dx ≤

∫
Ω

(
ŵ1(x),Aŵ2(x)

)
dx ;

∫
Ω

(
v(x , t),Bŵ1(x)

)
dx ≤

∫
Ω

(
ŵ2(x),Bŵ1(x)

)
dx ;

∀(u(x , t), v(x , t)) ∈ Sn(Ω)× Sn(Ω) : u 6= ŵ1; v 6= ŵ2.

Òåîðåìà

Åñëè (ŵ1(x), ŵ2(x)) ∈ int(Sn × Sn) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó ðåøåíèåì ñèñòåìû{

∂ui

∂t
= ui

(
(Av)i − f 1

)
+ d

(1)
i ∆ui ;

∂vi

∂t
= vi

(
(Bu)i − f 2

)
+ d

(2)
i ∆vi ; i = 1, n;

òîãäà (ŵ1(x), ŵ2(x)) � ðàñïðåäåëåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

ßêóøêèíà Ò.Ñ. Èññëåäîâàíèå ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû



Èññëåäîâàíèå

ðåïëèêàòîðíîé

ñèñòåìû

ßêóøêèíà Ò.Ñ.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé

A =

[
0 a12
a21 0

]
; B =

[
0 b12
b21 0

]
.

Òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû

F =

(
b12

b12 + b21
;

b21
b12 + b21

;
a12

a12 + a21
;

a21
a12 + a21

)
.

Ââåäåì ïàðàìåòð:

t =
a12a21b12b21

(a12 + a21)(b12 + b21)
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Ðàñïðåäåëåííàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà

Óòâåðæäåíèå

I Ââåäåíèå äèôôóçèè îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò íà
íåóñòîé÷èâóþ òî÷êó, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:∏

i,j=1,2

d
(j)
i >

t2

µ4
1

.

I Ñóùåñòâóþò òàêèå íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ÷òî
óñòîé÷èâàÿ òî÷êà äåñòàáèëèçèðóåòñÿ.

I Ñóùåñòâóþò òàêèå íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ÷òî
óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü.
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Ðîäèòåëüñêèé âêëàä

A =

[
0 C/2
G − C/2− E G − C/2

]
; B =

[
0 G − C/2− E
G − C G − C/2

]
.

Ãäå 0 < E < G < C < 2(G − E)

Ðèñ.. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû áåç äèôôóçèè.
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Èëëþñòðàöèè: ýôôåêò äèôôóçèè

(à) ñòàáèëèçàöèÿ (á) äåñòàáèëèçàöèÿ

Ðèñ.. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.
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Èëëþñòðàöèè: ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò

(à) áåç äèôôóçèè (á) ñ äèôôóçèåé

Ðèñ.. Ñòàáèëèçàöèÿ.
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