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Murray: оценка параметров

Коэффициент диффузии в чашке Петри:
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Murray: оценка параметров

Коэффициент диффузии клеток и скорость размножения:
∂c
∂t = D∇2c + ρc, r 6 R0

n · ∇c = 0, r = R0,
c(r , 0) = Nδ(r)

(1)

c(r , t) ∼
N

4πTd
exp{ρt −

r2

4Dt
}, для достаточно больших R0

D ≈
r2

4ρt2
=

v2

4ρ
, t : ρt ≫ ln t



Задачи в монографии Murray


∂c1
∂t = D∇2c1 + ρ1c1 − K1(t)c1 − K2(t)c1,
∂c2
∂t = D∇2c2 + ρ2c2 − K2(t)c2,

n · ∇cs = 0, x ∈ ∂B,

cs(x , 0) = f (x) = as exp
(
−(x−x0)2

b

) (2)

K1(t) =
{

k1 если t1,i 6 t 6 t1,i+1, i = 1, 3 . . . 9
0 в остальных случаях,

K2(t) =


k2 если t2,1 + 4 6 t 6 t2,2 + 6,
k2 если t2,3 6 t 6 t2,4 + 2,
0 в остальных случаях,

D(x) =
{

Dg , в серой области,
Dw , в белой области.



A.Friedman



∂x(r ,t)
∂t + div(xu) = λx − βxv — неинфицированные кл.,

∂y(r ,t)
∂t + div(yu) = βxv − kyz − δy — инфицированные кл.,

∂n(r ,t)
∂t + div(nu) = kyz + δy − µn — мёртвые кл.,

∂z(r ,t)
∂t + div(zu) = syz + c(z)zδq − Pz — иммунные кл.,

∂v
∂t − Dw∆w = bδy − k0vz − γv — свободный вирус.

(3)
dR(t)

dt
= u(R(t), t)

x+y+n+z = θ ⇒ θ

r2
∂

∂r
(
r2u(r , t)

)
= λx−µn+syz−c(z)z−Pz .

u(0, t) = 0;
∂v
∂r

(0, t) = 0,
∂v
∂r

(R(t), t) = 0;

R(0) = 2mm; x(r , 0), y(r , 0), z(r , 0), v(r , 0).



Математическая модель 1

c — концентрация раковых клеток, h — лекарства, N — здоровых клеток


∂c(x,t)

∂t = ρ1c(x , t)(1 − β1 ln c(x , t)) + Aα1c(x , t)− k1c(x , t)G(h),
∂N(x,t)

∂t = ρ2N(x , t)(1 − β2 lnN(x , t)) + Aα2N(x , t)− k2N(x , t)G(h)− l1c(x,t)N(x,t)
l2+c(x,t) ,

∂h(x,t)
∂t = −γh(x , t) + Aαh(x , t) + u(x , t).

Aαc(x , t) :=
2∑

i=1

∂

∂xi
(D(x)(c(x , t)2α ·

∂c(x , t)
∂xi

)), G(h) =
h

1 + h
;

c(x , 0) = c0(x), N(x , 0) = N0(x), h(x , 0) = 0;

∂c(x , t)
∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0,
∂N(x , t)

∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0,
∂h(x , t)

∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0;
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cT for u(x , t) = χR(x , x∗)u(t)
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Значения параметров

1. Скорость роста раковых клеток:

ρ = 0.012день−1;

2. Скорость смерти раковых клеток под влиянием
химиотерапии:

k = 0.0196день−1;

3. Максимальная плотность раковых клеток:

clim = 105 клеток
день2 ; =⇒ ln clim =

1
β

= 11.5;

4. Коэффициенты диффузии, в случае, когда α = 0:

D0
g = 0.0013

см2

день
; D0

w = 0.005
см2

день
;

Murray, Chicoine, Silbergeld, Swanson.



Первая задача оптимального управления

Ω :∫
D

lnN(x , y , t) dx > N∗

∫
D

lnc(x , y , t) dx 6 c∗

∫
D

h(x , y , t) dx 6 h∗

Найти, при каких значениях параметров ∃u :

u(t) = q, ti+1 − ti = τ1,

u(t) = 0, ti+2 − ti+1 = τ2,

i = 1, 3 . . . 2k + 1

TΩ −→ ∞



Циклический режим:
∫

lnN(t) dx ,
∫

lnc(t) dx ,
∫

h(t) dx
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Ограничения на параметры

N∗ <

ρ2S − l1S − k2
q

q+γ + S l1l2

l2+
ρ1S−k1

q
q+γ

ρ1β1

ρ2β2
− u = q, для ∀t

C∗ >
S
β1

; и H∗ > Sq
γ

− t −→ ∞

C∗ <
S
β1

− u = 0, для ∀t



Вторая задача оптимального управления

Ω :∫
D

lnN(x , y , t) dx > N∗

∫
D

lnc(x , y , t) dx 6 c∗

∫
D

h(x , y , t) dx 6 h∗

Найти, при каких значениях параметров ∃u :

u(t) = q, ti+1 − ti = τ1,

u(t) = 0, ti+2 − ti+1 = τ2,

i = 1, 3 . . . 2k + 1

TΩ −→ sup



a = ki
ρi
, b = τ1

τ2
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a = ki
ρi
, b = τ1
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Третья задача оптимального управления

Ω :∫
D

lnN(x , y , t) dx > N∗

∫
D

lnc(x , y , t) dx 6 c∗

∫
D

h(x , y , t) dx 6 h∗

Найти такое u(t) :

0 6 u(t) 6 q;

TΩ −→ sup



Алгоритм

1. В зависимости от того, где находится начальная фазовая
точка, управляют таким образом (u = 0 или u = q), чтобы
точка попала в допустимую область.

2. Проводятся «усы» — траектории с максимальным и
минимальным управлениями. Траектория (u = q)
пересечёт границу N∗. Траектория (u = 0) пересечёт
границу C∗.

3. На этих траекториях ищутся те точки, с которых можно
менять управление на противоположное - тогда траектория
(u = q) коснется границы C∗, траектория (u = 0) —
границы N∗.

4. Далее управление не меняется до следующей встречи с
границей

Утверждается, что движение принимает периодический режим,
траектория становится вписанной в куб «восьмёркой»


