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Математическая модель

c — концентрация больных клеток, h — концентрация лекарства, t ∈ [0, T ].

{
∂c(x ,t)

∂t = ρc(x , t)(1 − β ln c(x , t)) + (Aαc(x , t))− c(x , t)G (h),
∂h(x ,t)

∂t = −γh(x , t) + εc(x , t)h(x , t) + d∆h(x , t) + u(x , t).

Aαc(x , t) :=
2∑

i=1

∂

∂xi
(D(x)(c(x , t)2α ·

∂c(x , t)
∂xi

)), G(h) =
kh

1 + h
;

c(x , 0) = c0(x), h(x , 0) = 0;

∂c(x , t)
∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0,
∂h(x , t)

∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0; (1)

или

c(x , t)|Γ×(0,T ] = 0,
∂h(x , t)

∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0. (2)



Задача управления

c — концентрация больных клеток, h — концентрация лекарства, t ∈ [0, T ].

u(x , t) =
m∑

s=1

δ(x − xs)us(t),

0 6 us(t) 6 q

T∫
0

∫
D

h(x , t)dx dt 6 Q0.

Φ(u,T ) =

∫
D

ln c(x ,T )dx =: ln c(T ) −→ inf



Основная идея работы

Φ(u,T ) 6 Φ(u,T ) 6 Φ(u,T )



Вспомогательные неравенства: Неравенство Йенсена


dh
dt = −γh(t) + u(t) 6 −γh(t) + mq,

d ln c
dt = ρ

(
S − βln c

)
+
∫
D

Aαc(x ,t)
c(x ,t) dx − G (h).

Для вогнутой функции:

f

∫
D

λ(x)u(x) dx

 >
∫
D

λ(x)f (u(x)) dx ;

∫
D

λ(x) dx = 1; λ(x) > 0.

G (h) 6 SG

(
h(t)
S

)
6 Sf

(
mq
Sγ

)
.

λ(x) =
1
S



Вспомогательные неравенства: Неравенство
Гаусса-Остроградского

Оценка
∫
D

Aαc(x , t)
c(x , t)

dx :

∫
D

Aαc(x ,t)
c(x ,t) dx =

2∑
i=1

∫
D

∂
∂xi

(
Dc2α−1 ∂c

∂xi

)
dx+

2∑
i=1

∫
D

Dc2α−2
(

∂c
∂xi

)2
dx .

2∑
i=1

∫
D

∂

∂xi

(
Dc2α−1 ∂c

∂xi

)
dx =

2∑
i=1

∫
Γ

Dc2α−1 ∂c
∂xi

cos(n, xi )ds = 0

1. ∂c(x ,t)
∂n

∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0

2. c(x , t)|Γ×(0,T ] = 0 ⇒ α > 1
2 .



Вспомогательные неравенства: Неравенство Фридрикса

Оценка
∫
D

Aαc(x , t)
c(x , t)

dx =
2∑

i=1

∫
D

Dc2α−2
(
∂c
∂xi

)2

dx > 0

u ∈ W 2
1 (D) :

∫
D

u2(x) dx 6 c1

2∑
i=1

∫
D

(
∂u
∂xi

)2

dx + c2

∫
Γ

u2(s) ds

Для случая c(x , t)|Γ×(0,T ] = 0 :
2∑

i=1

∫
D

Dc2α−2
(

∂c
∂xi

)2
dx => Dg

α2

2∑
i=1

∫
D

(
∂cα
∂xi

)2
dx > Dg

α2c1

∫
D

c2αdx >

> Dg
Sc1α2

(∫
D

cαdx
)2

> Dg
Sc1α2

(
ln c
)2



Нижняя оценка

I для краевых условий 1, 2 верно:
d ln c
dt > S(ρ− G (mk

Sγ ))− ρβln(c),

I для краевых условий 2, если α > 1
2 , c1 — константа из

неравенства Фридриха, зависящая от области
интегрирования, верно:
d ln c
dt > S(ρ− G (mk

Sγ ))− ρβln(c) + Dg
c1Sα2

(
ln(c)

)2
.



Нижняя оценка функционала для краевых условий (1,2)

Для краевых условий (1) и (2) — с условием α > 1
2 , верна

нижняя оценка для критерия:

Φ(u,T ) >
S(ρ− G (mk

Sγ ))

ρβ

(
1 − e−ρβT

)
+ ln c0e−ρβT .

lim
t−→∞

Φ(u,T ) >
S(ρ− G (mk

Sγ ))

ρβ
.



Нижняя оценка функционала для краевых условий (2)

{
d ln c
dt > S(ρ− G (mk

Sγ ))− ρβln c +
Dg

c1Sα2

(
ln c
)2

= P(ln c),

ln c(0) = ln c0

z1,2 =
−a1 ±

√
−4a0a2 + a2

1

a2

a0 := S(ρ− G(
mk
Sγ

)) := S(ρ− r), a1 := −ρβ, a2 :=
Dg

c1Sα2 := ϑ2

Если D < 0 ⇒ ρ < r − (ρβ)2

4ϑ2S , тогда lim
t→∞

ln (t) → ∞.

Если D > 0; z1 > 0 ⇒ r − (ρβ)2

4ϑ2S < ρ < r , тогда lim
t→∞

ln (t) = z1.

Если D > 0; z1 < 0 ⇒ r − (ρβ)2

4ϑ2S < r < ρ, тогда lim
t→∞

ln (t) < 0.

Φ(u,T ) > z1



Оценки функционала
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Класс кусочно-постоянных управлений

h(x , t) =
∞∑

k=0

 t∫
0

e−(γ+dλk )(t−τ)
m∑

s=1

Ψk(xs)us(τ) dτ

Ψk(x)

Q0 =

∫
D

∫
T

h(x , t) dx dt =

T∫
0

t∫
0

e−γ(t−τ)
m∑

s=1

us(τ) dτ ⇒

Q0 =
N∑

i=1

uiQi
1
γ2 .


Q1 = R + R+

1

(
R−

2 + . . .+ R−
N

)
;

Q2 = R + R+
2

(
R−

3 + . . .+ R−
N

)
;

. . .
QB = R.

где

R = γδ̃t − 1 + e−γδ̃t ;

R−
I =

(
eγδ̃t − 1

)
e−γTI ;

R+
I =

(
eγδ̃t − 1

)
e+γTI−1 .

ui ∈
[
0,min{q,

Q0

Qiγ2 }
]

вариация управления: δu = (δu1 . . . δuN) :
N∑

i=1
δuiQi = 0.



Линии уровня С
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C (x)
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H(x)
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U(t)
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Спасибо за внимание



Нижняя оценка 2

Q0 =
mq
γ2

(
Tγ + e−γT − 1

) 1
A

dlnc
dt

= ρ(S−βlnc)+
∫
D

Aαc
c

dx−G (h) > ρS−ρβlnc−k
∫
D

hdx ⇒

F (T ) = lnc0e−ρβT +
S
β

(
1 − e−ρβT

)
− kQ0


