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Теоретическая популяционная генетика:

Определение

Эволюция — изменение частот аллелей из поколения в
поколение в общем пуле генов.

Дарвин+Мендель+Харди+Вайнберг=Селективная система



Теоретическая популяционная генетика:

Система Холдейна–Фишера–Райта (ХФР) с естественным
отбором

ṗi = pi

(

(Mp)i − 〈p,Mp〉
)

, i = 1, . . . , k,

где pi — частота i-ой аллели (разновидности гена), вектор
p ∈ Sk = {p ∈ R

n : pi ≥ 0,
∑

i pi = 1}, M — симметрическая
матрица приспособленностей диплоидных генотипов с
элементами mij = mji, 〈·, ·〉 — скалярное произведение. Часто
интересует полностью полиморфное равновесие p̂ ∈ intSk.



Теоретическая популяционная генетика:

ṗi = pi

(

(Mp)i − 〈p,Mp〉
)

, i = 1, . . . , k.

1. Средняя приспособленность m̄(p) = 〈p,Mp〉 — строгая
функция Ляпунова;

2. Полностью полиморфное равновесие асимптотически
устойчиво тогда и только тогда, когда является локальным
максимумом функции m̄(p);

3. Любая траектория сходится к положению равновесия;

4. Система ХФР — градиентная система в метрике
Свирежева–Шахшахани;

5. Асимптотически устойчивое полностью полиморфное
положение равновесия — устойчиво глобально;

6. Сколько одновременно возможно устойчивых положений
равновесия?



Химическая эволюция:

Так как первые макромолекулы на Земле не могли

иметь большую длину в силу высокой частоты ошибок

копирования, которая в свою очередь могла бы

обеспечиваться сложными ферментами, для которых

необходимы длинные макромолекулы...

Решение парадокса — гиперцикл!



Химическая эволюция:

Пусть ai — скорость ингибирования репликации i+ 1 вида
молекул (считая по модулю k), pi = [Mi] — относительная
концентрация i-го типа молекул. Тогда динамика системы
описывается системой

ṗi = pi

(

ai−1pi−1 −
∑

j

ajpjpj−1

)

, i = 1, . . . , k, p0 ≡ pk,

или, в матричных обозначениях,

ṗi = pi

(

(Ap)i − 〈p,Ap〉
)

, i = 1, . . . , k, p0 ≡ pk.



Химическая эволюция:

ṗi = pi

(

ai−1pi−1 −
∑

j

ajpjpj−1

)

, i = 1, . . . , k, p0 ≡ pk.

1. Гиперциклическое уравнение имеет глобально устойчивое
внутреннее положение равновесия, если k ≤ 4;

2. Гиперциклическое уравнение имеет глобально устойчивый
предельный цикл, если k > 4;

3. Гиперциклическое уравнение перманентно (биологически
устойчиво);

4. В результате конкуренции гиперциклов выживает
сильнейший, а эволюция гиперциклов происходит в силу
появления связанных гиперциклов;

5. Устойчивость к паразитам?



Эволюционная теория игр:

Играет ли природа в
«камень–ножницы–бумага»?

A =





0 a1 −b3
−b1 0 a2

a3 −b2 0



 ,

где ai, bi > 0.



Эволюционная теория игр:

Отождествив выигрыш с приспособленностями различных
индивидуумов, придерживающихся тех или иных стратегий,
получим репликаторное уравнение:

ṗi = pi

(

(Ap)i − 〈p,Ap〉
)

, i = 1, . . . , k.

Динамический подход к статической теории игр!



Эволюционная теория игр:

Определение

Стратегия p̂ ∈ Sk — равновесие Нэша в игре с матрицей A,
если

〈p,Ap̂〉 ≤ 〈p̂,Ap̂〉

для любых p ∈ Sk. Если равенство выполняется только для
p = p̂, то равновесие строгое.

◮ Если p̂ — равновесие Нэша, то p̂ — положение
равновесия репликаторного уравнения;

◮ Если p̂ — строгое, то p̂ — асимптотически устойчиво;

◮ Если p̂ устойчиво, то p̂ — равновесие Нэша;

◮ Любая игра имеет по крайней мере одно равновесие
Нэша.



Эволюционная теория игр:

Определение

Вектор p̂ ∈ Sk называется эволюционно устойчивым
состоянием (ESS) в игре с матрицей A, если

〈p̂,Ap〉 > 〈p,Ap〉

для любых p 6= p̂ в некоторой окрестности p̂ ∈ Sk.

◮ Если p̂ — ESS, то p̂ — асимптотически устойчивое
положение репликаторного уравнения;

◮ Если p̂ ∈ intSk — ESS, то p̂ — глобально
асимптотически устойчиво.



Эволюционная теория игр:

◮ Нелинейная функция приспособленности;

◮ Имитационная динамика;

◮ Несчетное число стратегий;

◮ Адаптивная динамика;

◮ Дискретные репликаторные системы;

◮ Системы клеточных автоматов;

◮ Конечный размер популяции и стохастическая
динамика;

◮ Диффузионные модели.

Ref: Hofbauer & Sigmund: Evolutionary game dynamics, Bull AMS, 2003, 40:

479–519



Обозначения:

Рассматривается сосредоточенное репликаторное уравнение (РУ):

v̇i = vi

[

(Av)i − f loc(t)
]

, i = 1, . . . , n, (РУ)

где f loc(t) = 〈Av, v〉 =
∑n

i=1
(Av)ivi, для которого, очевидно,

∑

i vi = 1. Здесь (Av)i =
∑n

j=1
aijvj(x, t)

Одновременно рассматривается распределенное репликаторное
уравнение (РРУ)

∂tui = ui [(Au)i − fsp(t)] + di∆ui, i = 1, . . . , n, t > 0, (РРУ)

где ui = ui(x, t), x ∈ Ω, ∂t = ∂
∂t
, ∆ — оператор Лапласа.



Обозначения:
Для распределенного репликаторного уравнения (РРУ) условие
постоянства концентраций заменяется условием глобального
регулирования (УГР):

n
∑

i=1

∫

Ω

ui(x, t) dx = 1 (УГР)

Для (РРУ) имеем, что распределенная средняя приспособленность

fsp(t) =
n

∑

i=1

∫

Ω

ui(Au)i dx =

∫

Ω

〈Au, u〉 dx. (РСП),

Обозначим Ωt = Ω × [0,∞) и рассмотрим пространство функций
B(Ωt) с нормой

‖y‖B = max
t≥0

{

‖y(x, t)‖W k

2

+ ‖
∂y

∂t
(x, t)‖W k

2

}

,

где k = 1, если n = 1, k = 2, если n = 2, 3. Решения задачи (РРУ)
рассматриваются в множестве Sn(Ωt), которое состоит из
неотрицательных функций из B(Ωt), для которых выполняется
(УГР).



Обозначения:

Стационарные положения равновесия описываются эллиптической
системой (стационарной репликаторной системой)

di∆wi + wi [(Aw)i − fsp] = 0, i = 1, . . . , n (РРУ’)

n
∑

i=1

∫

Ω

wi(x)dx = 1. (УГР’)

fsp =

n
∑

i=1

∫

Ω

〈Aw, w〉 dx, (РСП’)

Решения задачи (РРУ’) рассматриваются в множестве Sn(Ω),

которое состоит из неотрицательных функций из пространства

Соболева W k
2 , для которых выполнено (УГР’)



Частные случаи:

Частные случаи (РРУ) — распределенная
автокаталитическая система (РАС)

∂tvi = vi(aivi − f1(t)) + di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0. (РАС)

и распределенная гиперциклическая система (РГС)

∂tvi = vi(aivi−1 − f2(t))+ di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0, (РГС)

с очевидными выражениями для f1(t), f2(t) и аналогичными
эллиптическими задачами (РАС’) и (РГС’). Здесь ai, di > 0



Устойчивость пространственно однородных положений

равновесия:

Теорема

Пусть v̂ ∈ intSn — асимптотически устойчивое
положение равновесия репликаторного уравнения (РУ).
Чтобы это пространственно однородное равновесие
распределенного репликаторного уравнения было
асимптотически устойчиво, необходимо, чтобы

n
∑

i=1

di >
β

λ1

, β = 〈Av̂, v̂〉,

где λ1 — первое ненулевое собственное значение задачи

∆ψ(x) + λψ(x) = 0, x ∈ Ω, ∂nψ|x∈Γ = 0.



Устойчивость пространственно однородных положений

равновесия. Частные случаи:

∂tvi = vi(aivi − f1(t)) + di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0. (РАС)

Теорема

Все пространственно однородные равновесия
распределенного автокаталитического уравнения
неустойчивы, если

0 <
di

ai

<
1

λ1

, i = 1, . . . , n.

Вершины симплекса Ri = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), i = 1, . . . , n
устойчивы, если

di

ai

>
1

λ1

.



Устойчивость пространственно однородных положений

равновесия. Частные случаи:

∂tvi = vi(aivi−1 − f2(t))+ di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0, (РГС)

Теорема

Пространственно однородное положение равновесия
P2 ∈ intSn распределенной гиперциклической системы
неустойчиво, если

n
∏

i=1

di

ai

<

(

1

βλ1

)n

.

Если выполнено обратное неравенство, то P2 устойчиво
только для n = 2, 3, 4.



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия:

Для некоторых матриц A появляются пространственно
неоднородные положения равновесия распределенного
репликаторного уравнения. Наводящие соображения
основаны на записи (РРУ’) в форме

dwi

dx
= pi,

di

dpi

dx
= −wi [(Aw)i − f sp] ,

Значительно больше можно сказать для автокаталитической
и гиперциклической распределенных систем.



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия:

Σ = {p ∈ R
n : pi = 0, i = 1, . . . , n},

U− = {w ∈ Sn : (Aw)i − fsp < 0, i = 1, . . . , n},

U+ = {w ∈ Sn : (Aw)i − fsp > 0, i = 1, . . . , n},

Π = {w ∈ Sn : wi = v̂i, i = 1, . . . , n}.



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия. Частные случаи:

Теорема

Пространственно неоднородное

положение равновесия распределенной

автокаталитической системы

существует, если

n
∑

i=1

(

di

ai

)

<

(

1

π2

)

.

Здесь существуют параметрические
решения задачи

dui

dxi

= Vi,

dVi

dxi

=
1

di

(f̄1 − aiui)ui.

ui
A0

Vi



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия. Частные случаи:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(c)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(d)

Рис.: Пространственно неоднородные стационарные решения
распределенной автокаталитической системы, которые
удовлетворяют условию |x1

i − x2
i | = 1. (a) Половина цикла; (b)

полный цикл; (c) два полных цикла; (d) четыре полных цикла



Устойчивость в среднем:

Определение

Назовем стационарные решения ŵ(x) ∈ Sn(Ω)
распределенного репликаторного уравнения устойчивыми в
смысле среднего интегрального значения, если для любого
ε > 0 существует δ > 0 такое, что для начальных условий
ϕi(x), которые удовлетворяют

|ϕ̄i − ˆ̄wi| < δ, i = 1, . . . , n,

где

ϕ̄i =

∫

Ω

ϕi(x) dx, ˆ̄wi =

∫

Ω

ŵi(x) dx,

следует, что
|ūi(t) − ˆ̄wi| < ε

для всех i = 1, . . . , n и t > 0.
Здесь ūi(t) =

∫

Ω
ui(x, t) dx и ui(x, t), i = 1, . . . , n — решения

распределенного репликаторного уравнения, u(x, t) ∈ Sn(Ωt).



Принцип конкурентного исключения для

распределенной автокаталитической системы:

Теорема

Для почти всех начальных условий
ϕi(x),

∑n
i=1

∫

Ω
ϕi(x)dx = 1 существует индекс j, 1 ≤ j ≤ n

(который зависит от ϕi(x)) такой, что vi(x, t) → 0 для
всех i 6= j, и

∫

Ω
vj(x, t) → 1, когда t→ ∞.

Теорема

Предположим, что для всех i = 1, . . . , n выполнены
неравенства.

di

ai

<
1

λ1

.

Тогда все пространственно неоднородные положения
равновесия задачи (РАС) в форме
U j(x) = (0, . . . , 0, uj(x), 0, . . . , 0) устойчивы в среднем
интегральном смысле.



Принцип конкурентного исключения для

распределенной автокаталитической системы.
Численный пример:
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Распределенная гиперциклическая система.

Перманентность:

Теорема

Пусть u(x) = (u1(x), . . . , un(x)) — пространственно
неоднородное положение равновесия распределенной
гиперциклической системы такое, что ū = P2 ∈ intSk.
Тогда u(x) устойчиво в среднем интегральном смысле.



Распределенная гиперциклическая система.

Численный пример:
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Распределенное равновесие Нэша:

Определение

Функцию ŵ(x) ∈ Sn(Ω) назовем распределенным
равновесием Нэша, если

∫

Ω

〈u(x, t), Aŵ(x)〉 dx ≤

∫

Ω

〈ŵ(x), Aŵ(x)〉 dx

для любой вектор-функции u(x, t) ∈ Sn(Ωt), u(x, t) 6= ŵ(x).

Теорема

Если ŵ(x) ∈ intSn(Ω) — устойчивое по Ляпунову
положение равновесие распределенного репликаторного
уравнения, то ŵ(x) — распределенное равновесие Нэша.



Распределенное эволюционно устойчивое состояние

(DESS):

Определение

Функцию ŵ(x) ∈ Sn(Ω) назовем распределенным
эволюционно устойчивым состоянием (DESS), если

∫

Ω

〈ŵ(x), Au(x, t)〉dx >

∫

Ω

〈u(x, t), Au(x, t)〉 dx

для всех u(x, t) ∈ Sn(Ωt) из окрестности ŵ(x) ∈ Sn(Ω),
u(x, t) 6= ŵ(x).

Теорема

Пусть ŵ ∈ intSn — пространственно однородное
положение равновесие распределенного репликаторного
уравнения. Если ŵ — DESS, то ŵ асимптотически
устойчиво в смысле среднего интегрального значения.



Достаточные условия для DESS:

Теорема

Положение равновесия ŵ ∈ intSn — DESS, если

〈Ac0(t), c0(t)〉 ≤ −γ2|c0(t)|2, γ > 0

для всех c0(t), удовлетворяющих

n
∑

i=1

c0i (t) = 0.



Примеры:

Рассмотрим матрицу

A =

(

a b

c d

)

, a < c, d < b.

Имеем
〈Ac0(t), c0(t)〉 = −(c01)

2(b− a+ c− d),

и следовательно пространно однородное положение
равновесия — DESS, если γ2 = b− a+ c− d > 0.



Примеры:
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Примеры:

A =









0 a1 a2 a3

a3 0 a1 a2

a2 a3 0 a1

a1 a2 a3 0









.

Предположим, что a1 + a3 > a2. Собственные значения
матрицы A имеют вид

λ1 = a1 + a2 + a2

λ2 = −a1 − a2 − a3

λ3,4 = −a2 ± i(a1 + a3)

λ1 отвечает собственному вектору u = (1, 1, 1, 1), который
ортогонален любому вектору c0. Остальные собственные
значения имею отрицательные действительные части,
следовательно A отрицательно определена.
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