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Çàäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå, êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü
èç îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ñîäåðæàòü èäåàëüíî ïðîâîäÿ-
ùèå âêëþ÷åíèÿ â âèäå òåëåñíûõ îáúåêòîâ è ýêðàíîâ, ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè ïî ïîâåðõíîñòÿì ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷-
íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøå-
íèÿ âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäàõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
àïïðîêñèìàöèé è êîëëîêàöèé è ïðèìåíèìàÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû.
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Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé ýëåêòðîäèíàìèêå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
èçó÷åíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñëîæíîé ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ ìîãóò íà-
õîäèòüñÿ òåëà ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû (èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå òåëà èëè ýêðàíû, äè-
ýëåêòðèêè). Â çàäà÷àõ ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, êîòîðûé ñëóæèò
îñíîâîé êàê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì êðàåâûõ çàäà÷ [1], òàê
è äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Âìåñòå ñ òåì â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè òðåõìåðíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷
ýëåêòðîäèíàìèêè âñå øèðå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñâåäåíèè ýòèõ çàäà÷ ê èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñèíãóëÿðíûìè è ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè. Îñîáåííîñòü òà-
êîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â åãî ïðèìåíèìîñòè êàê ê çàäà÷àì äèôðàêöèè íà òåëàõ, òàê è ê çàäà÷àì
äèôðàêöèè íà òîíêèõ ýêðàíàõ. Ìåòîä ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îêàçàëñÿ
óíèâåðñàëüíûì ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ øèðîêîãî êëàññà ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ðàñêðûòèè ñèëüíîé îñîáåííîñòè â ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó ñ
ïðèìåíåíèåì äëÿ äèñêðåòèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîâ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé
è êîëëîêàöèé. ×èñëåííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà òàêîì ñïîñîáå äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ñèëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àýðîäèíàìèêå, ãäå ðåøà-
þòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ñì. [2]). Ðàçâèòûå ïðè ýòîì äèñêðåòíûå ñõåìû
õîðîøî ïåðåíîñÿòñÿ íà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, îïèñûâàþùå-
ãî, íàïðèìåð, äèôðàêöèþ àêóñòè÷åñêèõ âîëí [3�6]. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ìåòîäîâ � òî,
÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ çàïîëíåííîé ìàòðèöåé, â êîòîðîé ïðå-
îáëàäàþò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Ýòî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ê ìàòðèöàì òàêèõ
ñèñòåì àëãîðèòìû ñæàòèÿ è áûñòðîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, à äëÿ ðåøåíèÿ ñàìèõ ñèñòåì
ñòðîèòü áûñòðî ñõîäÿùèåñÿ èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû [7, ñ. ??; 8].

Äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ýêðàíå ÷èñëåí-
íàÿ ñõåìà òàêîãî òèïà íà îñíîâå äèñêðåòèçàöèè ãðàíè÷íîãî ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [9]. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû ñ ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ ïî ÿ÷åéêàì
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ðàçáèåíèÿ. Ýòè èíòåãðàëû â óêàçàííîé ðàáîòå ñâåäåíû ê êîíòóðíûì èíòåãðàëàì, âû÷èñëÿ-
åìûì ÷èñëåííî íà îñíîâå ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå [10] àíàëîãè÷íûé ïîäõîä
ïðèìåíåí ê çàäà÷å äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äèýëåêòðè÷åñêîì îáúåêòå. Â ðàáî-
òå [11] ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè
íà ñèñòåìå èäåàëüíîïðîâîäÿùèõ òåë è ýêðàíîâ. Ïðè ýòîì äëÿ äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ íà îñíîâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé ïîëó÷åíû
ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ, ïðèìåíèìûå íà ïîâåðõíîñòÿõ
äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïîñòðîåííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ïðîòåñòèðîâàíà íà ðÿäå êëàñ-
ñè÷åñêèõ çàäà÷ äèôðàêöèè íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ òåëàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè â
êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå, êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè è ñîäåðæàòü èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ â âèäå òåëåñíûõ îáúåêòîâ è
ýêðàíîâ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Äî-
êàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷å.
Äëÿ âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, ðàçðàáîòàííûå è ïðîòåñòèðîâàííûå â
ðàáîòå [11] ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì äèôðàêöèè íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ îáúåêòàõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû â ñèñòåìå äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä, êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü èäåàëüíî ïðîâî-
äÿùèå âêëþ÷åíèÿ â âèäå òåëåñíûõ îáúåêòîâ èëè òîíêèõ ýêðàíîâ.

Ðàññìîòðèì äàííóþ çàäà÷ó íà ïðèìåðå ñðåäû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà îáëàñòåé Ωm, m = 1,M + 1, ðàçäåëåííûõ çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè Σm,
m = 1,M (ðèñóíîê). Â êàæäîé îáëàñòè ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, èçîòðîïíîé è õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòÿìè εm è µm.

Ðèñóíîê. Êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû

äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä.

Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ èç
ïîâåðõíîñòåé Σm, m = 1,M, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
îðèåíòèðóåìîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ,
ñîñòîÿùåé èç êîìïîíåíò êëàññà C3. Îáëàñòü Ωm,
m = 2,M, ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè
Σm−1 è Σm, Ω1 � âíåøíÿÿ, ΩM+1 � âíóòðåííÿÿ
îáëàñòè. Ïóñòü òàêæå n⃗ = n⃗(x), x ∈ Σm, � îðò
âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σm.

Áóäåì èñêàòü ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ýëåêòðè÷å-

ñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ E⃗∗(x, t) è H⃗∗(x, t) ñîîò-
âåòñòâåííî âèäà

E⃗∗(x, t) = E⃗full(x)e
−iωt, H⃗∗(x, t) = H⃗full(x)e

−iωt,

ãäå t � âðåìÿ, x = (x1, x2, x3) ∈ R3 � òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, E⃗full è H⃗full � ïðîñòðàíñòâåííûå
ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòåé ïîëíûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé E⃗full è H⃗full âîçíèêàþò ïîä âîçäåé-
ñòâèåì ïåðâè÷íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðåäñòàâèìû â âèäå

E⃗full(x) = E⃗0(x) + E⃗ref(x), H⃗full(x) = H⃗0(x) + H⃗ref(x),

ãäå E⃗0 è H⃗0 � íàïðÿæåííîñòè ïåðâè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, E⃗ref è H⃗ref �
íåèçâåñòíûå íàïðÿæåííîñòè âòîðè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâè÷íîå ïîëå îáóñëîâëåíî ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíîé è ñòîðîííèìè èñòî÷íèêàìè, êîòî-
ðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â êàæäîé èç îáëàñòåé Ωm, m = 1,M + 1, òàê, ÷òî

E⃗0 = E⃗ent + E⃗0
1 , H⃗0 = H⃗ent + H⃗0

1 â Ω1,

E⃗0 = E⃗0
m, H⃗0 = H⃗0

m â Ωm, m = 2,M + 1,
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E⃗ent, H⃗ent � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû

( E⃗ent(x) = E⃗0
ente

ik⃗r⃗, H⃗ent(x) = H⃗0
ente

ik⃗r⃗, r⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè x, k⃗ � çàäàííûé âîëíî-

âîé âåêòîð, |⃗k| = k1, k21 = ω2ε1µ1, E⃗0
ent � ïîñòîÿííûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó k⃗,

H⃗0
ent = [⃗k × E⃗0

ent]/(ωµ1) ), E⃗
0
m, H⃗0

m � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé,

âîçáóæäàåìûõ ñòîðîííèìè èñòî÷íèêàìè j⃗E,ent(x), j⃗M,ent(x), ðàñïîëîæåííûìè â îáëàñòè Ωm,

m = 1,M + 1. Ïðè ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà
(âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòÿõ)

rot H⃗full = −iωεmE⃗full + j⃗E,ent, rot E⃗full = iωµmH⃗full − j⃗M,ent â Ωm, m = 1,M + 1. (1)

Íà ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 1,M, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

E⃗+
full × n⃗ = E⃗−

full × n⃗, H⃗+
full × n⃗ = H⃗−

full × n⃗. (2)

Êðîìå òîãî, ñòàâÿòñÿ óñëîâèå ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè E⃗full∈Lloc
2 (Ωm), H⃗full∈Lloc

2 (Ωm),

m = 1,M+1, è óñëîâèå Çîììåðôåëüäà íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ íàïðÿæåííîñòåé E⃗(x) è H⃗(x)
âòîðè÷íîãî ïîëÿ [12, c. 43, 51].

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ΣM

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â
îáëàñòè ΩM+1 íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, à íà ïîâåðõíîñòè ΣM (ñî ñòîðîíû îáëàñòè ΩM ) ñòàâèòñÿ
ãðàíè÷íîå óñëîâèå

E⃗full × n⃗ = 0. (3)

Âîçìîæåí òàêæå ñëó÷àé, êîãäà âíóòðåííèé èäåàëüíî-ïðîâîäÿùèé îáúåêò � òîíêèé ýêðàí.
Òàêîé ýêðàí áóäåì ìîäåëèðîâàòü êàê ðàçîìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ΣM ñ êðàåì è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ΩM � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñíàðóæè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ ΣM−1, ñ ðàçðåçîì ïî
ïîâåðõíîñòè ΣM . Ïðè ýòîì íà îáåèõ ñòîðîíàõ ïîâåðõíîñòè ýêðàíà ΣM ñòàâèòñÿ óñëîâèå (3),
n⃗ = n⃗(x) � îðò âåêòîðà íîðìàëè â íàïðàâëåíèè îäíîé èç ñòîðîí ïîâåðõíîñòè ΣM , âûáðàííîé
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåèçâåñòíûå
íàïðÿæåííîñòè âòîðè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíûõ ïîëåé áóäåì èñêàòü â èíòåãðàëüíîì
âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü Σ � íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü (çà-

ìêíóòàÿ èëè ðàçîìêíóòàÿ), j⃗ = j⃗(x), x ∈ Σ, � âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Σ, íàïðàâëåí-
íîå â êàæäîé òî÷êå x ∈ Σ ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè. Ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

Km[Σ, j⃗](x) =

∫
Σ

{gradx divx [⃗j(y)Φm(x− y)] + k2mj⃗(y)Φm(x− y)} dσy, (4)

Rm[Σ, j](x) =

∫
Σ

rotx [⃗j(y)Φm(x− y)] dσy, (5)

ãäå

k2m = ω2εmµm, j⃗(x)n⃗(x) = 0, x ∈ Σ, Φm =
1

4π

eikmr

r
, r = |x− y|,

Φm � ôóíêöèÿ Ãðèíà (ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå) ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, â ñëó-
÷àå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì, ÷òî âåêòîð n⃗ � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè.
Ñ÷èòàåì, ÷òî äàííûå îïåðàòîðû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè âñåõ x ∈ R3. Çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àå-
ìûå íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé (4), (5), ïðè x ∈ Σ áóäåì íàçûâàòü ïðÿìûìè çíà÷åíèÿìè
íà ïîâåðõíîñòè Σ. Èíäåêñ m â âûðàæåíèÿõ (4), (5) óêàçûâàåò íà çàâèñèìîñòü äàííûõ îïå-
ðàòîðîâ îò çíà÷åíèé km è εm êàê îò ïàðàìåòðîâ.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè Σ � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3, à j⃗ � âåêòîðíîå ïîëå êëàññà

C2, òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [11], ïîëå F⃗ = Km[Σ, j⃗], îïðåäåëåííîå âíå ïîâåðõíîñòè Σ, èìååò
íà íåé êðàåâûå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

n⃗× F⃗+ = n⃗× F⃗− = n⃗× F⃗ , (6)

ãäå F⃗ (x) = Km[Σ, j⃗](x), x ∈ Σ, � ïðÿìîå çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, åñëè èíòåãðàë
ïîíèìàòü â ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó.

Âåêòîðíîå ïîëå G⃗ = Rm[Σ, j⃗] ïðåäñòàâèìî â âèäå

G⃗(x) ≡ Rm[Σ, j⃗] = −
∫
Σ

[⃗j(y)× gradxΦm(x− y)] dσy. (7)

Òåîðåìà 1. Åñëè êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå j⃗ íåïðåðûâíî ïî Ã�åëüäåðó íà ïîâåðõíî-
ñòè Σ, òî âåêòîðíîå ïîëå G, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (7), èìååò êðàåâûå çíà÷åíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè Σ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

n⃗× G⃗± = n⃗× G⃗± 1

2
j⃗, (8)

ãäå G⃗ = G⃗(x) � ïðÿìîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì (7) ïðè x ∈ Σ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà a⃗ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(⃗a, G⃗(x)) =

∫
Σ

p⃗(y) gradxΦm(x− y) dσy, p⃗(y) = j⃗(y)× a⃗, x ∈ R3.

Ïðåäñòàâèì âåêòîð p⃗ â êîîðäèíàòíîì âèäå p⃗ = p1e⃗1 + p2e⃗2 + p3e⃗3, ãäå e⃗i, i = 1, 2, 3, � îðòû
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, è ïóñòü

ui(x) =

∫
Σ

pi(y)Φm(x− y) dσy, x ∈ R3.

Òîãäà ïðè x /∈ Σ èìååì

(⃗a, G⃗(x)) =

3∑
i=1

e⃗i gradui(x).

Èç ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ [1, c. 62] ñëåäóåò, ÷òî

(gradui(x))
± =

∫
Σ

pi(y) gradxΦm(x− y) dσy ∓
1

2
pi(x)n⃗(x), x ∈ Σ.

Òîãäà

(⃗a, G⃗(x))± =

∫
Σ

p⃗(y) gradxΦm(x− y) dσy ∓
1

2
p⃗(x)n⃗(x) = (⃗a, G⃗(x))∓ 1

2
a⃗[n⃗(x)× j⃗(x)], x ∈ Σ.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà a⃗ èìååì G⃗± = G⃗ ∓ [n⃗ × j⃗]/2, îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
ñîîòíîøåíèå (8). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü

E⃗ = E⃗0
m + E⃗ref , H⃗ = H⃗0

m + H⃗ref â Ωm, m = 1,M + 1,
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ïðè ýòîì

E⃗full = E⃗ + E⃗ent, H⃗full = H⃗ + H⃗ent â Ω1,
(9)

E⃗full = E⃗, H⃗full = H⃗ â Ωm, m = 2,M + 1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè íåèçâåñòíûå ïîëÿ E è H ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
âèäå [12, ñ. 35]

E⃗ =
i

ωε1
K1[Σ1, j⃗

+
E ]−R1[Σ1, j⃗

+
M ] + E⃗1

0 , H⃗ =
i

ωµ1
K1[Σ1, j⃗

+
M ] +R1[Σ1, j⃗

+
E ] + H⃗0

1 (10)

â îáëàñòè Ω1;

E⃗ =
i

ωεm
Km[Σm−1, j⃗

−
E ]−Rm[Σm−1, j⃗

−
M ] +

i

ωεm
Km[Σm, j⃗

+
E ]−Rm[Σm, j⃗

+
M ] + E0

m,

H⃗ =
i

ωµm
Km[Σm−1, j⃗

−
M ] +Rm[Σm−1, j⃗

−
E ] +

i

ωµm
Km[Σm, j⃗

+
M ] +Rm[Σm, j⃗

+
E ] +H0

m (11)

â îáëàñòÿõ Ωm, 2 ≤ m ≤M ;

E⃗ =
i

ωεM+1
KM+1[ΣM , j⃗

−
E ]−RM+1[ΣM , j⃗

−
M ] + E0

M+1,

H⃗ =
i

ωµM+1
KM+1[ΣM , j⃗

−
M ] +RM+1[ΣM , j⃗

−
E ] +H0

M+1 (12)

â îáëàñòè ΩM+1, ãäå j⃗
±
E è j⃗±M � ýêâèâàëåíòíûå ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå òîêè, ðàçìåùåí-

íûå íà ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 1,M, è ñâÿçàííûå ñ íåèçâåñòíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì
ñîîòíîøåíèÿìè

j⃗+E = n⃗× H⃗+, j⃗−E = −n⃗× H⃗−, j⃗+M = −n⃗× E⃗+, j⃗−M = n⃗× E⃗−, (13)

E⃗+, H⃗+ � êðàåâûå çíà÷åíèÿ ïîëåé E⃗ è H⃗ íà âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè Σm, E⃗
−, H⃗− �

êðàåâûå çíà÷åíèÿ ïîëåé E⃗ è H⃗ íà âíóòðåííåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè Σm.
Îáîçíà÷èì j⃗E = j⃗+E , j⃗M = j⃗+M íà âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ. Âûðàçèì òîêè j⃗−E è j⃗−M ÷åðåç òîêè

j⃗E è j⃗M íà îñíîâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2).
Íà ïîâåðõíîñòè Σ1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

n⃗× H⃗+
full = j⃗+E + j⃗E,ent, n⃗× E⃗+

full = −j⃗+M − j⃗M,ent, n⃗× H⃗−
full = −j⃗−E , n⃗× E⃗−

full = j⃗−M , (14)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

j⃗E,ent = n⃗× H⃗+
ent, j⃗M,ent = −n⃗× E⃗+

ent. (15)

Íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 2,M, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

n⃗× H⃗+
full = j⃗+E , n⃗× E⃗+

full = −j⃗+M , n⃗× H⃗−
full = −j⃗−E , n⃗× E⃗−

full = j⃗−M . (16)

Èç ðàâåíñòâ (14)�(16) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

j⃗−E = −j⃗E − j⃗E,ent, j⃗−M = −j⃗M − j⃗M,ent íà ïîâåðõíîñòè Σ1, (17)

j⃗−E = −j⃗E , j⃗−M = −j⃗M íà ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 2,M. (18)

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 51 � ?? 2015



6 ÇÀÕÀÐÎÂ è äð.

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ýêâèâàëåíòíûõ òîêîâ. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà

(10)�(12) äëÿ ïîëÿ E⃗ âåêòîðíî íà âåêòîð íîðìàëè n⃗ è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6), (8) è (17),
(18), áóäåì èìåòü

n⃗× E⃗+ =
i

ωε1
n⃗×K1[Σ1, j⃗E ]− n⃗×R1[Σ1, j⃗M ]− 1

2
j⃗M + n⃗× E⃗0

1 íà Σ1,

n⃗× E⃗− = − i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E ] + n⃗×R2[Σ1, j⃗M ] +

i

ωε2
n⃗×K2[Σ2, j⃗E ]− n⃗×R2[Σ2, j⃗M ]−

− i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E,ent] + n⃗×R2[Σ1, j⃗M,ent] + n⃗× E0

2 −
1

2
j⃗M − 1

2
j⃗M,ent íà Σ1,

n⃗× E⃗+ = − i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E ] + n⃗×R2[Σ1, j⃗M ] +

i

ωε2
n⃗×K2[Σ2, j⃗E ]− n⃗×R2[Σ2, j⃗M ]−

− 1

2
j⃗M + n⃗× E0

2 −
i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E,ent] + n⃗×R2[Σ1, j⃗M,ent] íà Σ2,

n⃗× E⃗− = − i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm, j⃗E ] + n⃗×Rm+1[Σm, j⃗M ] +

i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm+1, j⃗E ]−

− n⃗×Rm+1[Σm+1, j⃗M ] + n⃗× E0
m+1 −

1

2
j⃗M íà Σm, m = 2,M − 1,

n⃗× E⃗+ = − i

ωεm
n⃗×Km[Σm−1, j⃗E ] + n⃗×Rm[Σm−1, j⃗M ] +

i

ωεm
n⃗×Km[Σm, j⃗E ]−

− n⃗×Rm[Σm, j⃗M ]− 1

2
j⃗M + n⃗× E0

m íà Σm, m = 3,M,

n⃗× E⃗− = − i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm, j⃗E ]+ n⃗×Rm+1[Σm, j⃗M ]+ n⃗×E0

m+1−
1

2
j⃗M íà Σm, m =M.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (13), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

−1

2
j⃗M − i

ωε1
n⃗×K1[Σ1, j⃗E ] + n⃗×R1[Σ1, j⃗M ] = f⃗+1 íà Σ1, (19)

−1

2
j⃗M +

i

ωεm
n⃗×Km[Σm−1, j⃗E ]− n⃗×Rm[Σm−1, j⃗M ]− i

ωεm
n⃗×Km[Σm, j⃗E ] +

+ n⃗×Rm[Σm, j⃗M ] = f+m íà Σm, m = 2,M, (20)

−1

2
j⃗M +

i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm, j⃗E ]− n⃗×Rm+1[Σm, j⃗M ]− i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm+1, j⃗E ] +

+ n⃗×Rm+1[Σm+1, j⃗M ] = f−m íà Σm, m = 1,M − 1, (21)

−1

2
j⃗M +

i

ωεm+1
n⃗×Km+1[Σm, j⃗E ]− n⃗×Rm+1[Σm, j⃗M ] = f−m íà Σm, m =M, (22)

f+m = n⃗× E0
m, m = 1,M, f+2 = n⃗× E0

2 −
i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E,ent] + n⃗×R2[Σ1, j⃗M,ent],

f−m = n⃗×E0
m+1, m = 2,M, f−1 = n⃗×E0

2 −
i

ωε2
n⃗×K2[Σ1, j⃗E,ent]+ n⃗×R2[Σ1, j⃗M,ent]+

1

2
j⃗M,ent.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(19)�(22) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé j⃗E è j⃗M .
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Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ïîâåðõíîñòè Σm,
m = 1,M, ãëàäêèå êëàññà C3.

Íåïîñðåäñòâåííî èç âûâîäà óðàâíåíèé (19)�(22) ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Åñëè ïîëÿ E⃗full è H⃗full ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), òî ýòè ïîëÿ

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (9)�(12), ãäå ôóíêöèè j⃗±E , j⃗
±
M îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (13), è

ïðè ýòîì ôóíêöèè j⃗E = j⃗+E , j⃗M = j⃗+M óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (19)�(22).
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèè j⃗E è j⃗M êëàññà C2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (19)�(22), òî

ïîëÿ E⃗full è H⃗full, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè (9)�(12) ñ ôóíêöèÿìè j⃗±E , j⃗±M , çàäàâàåìûìè
ñîîòíîøåíèÿìè (17), (18), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Ïóñòü j⃗E , j⃗M � êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 1,M,

êëàññà C2, ïîëÿ E⃗ è H⃗ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (10)�(12) ñ H⃗0
m ≡ 0, E⃗0

m ≡ 0 â îáëàñòè

Ωm äëÿ âñåõ m = 1,M + 1 è ñ ôóíêöèÿìè j⃗±E = ±j⃗E , j⃗±M = ±j⃗M . Òîãäà åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå E⃗ ≡ 0, H⃗ ≡ 0 âî âñåõ îáëàñòÿõ Ωm äëÿ âñåõ m = 1,M + 1, òî j⃗E = 0, j⃗M = 0 íà
âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ Σm, m = 1,M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî íóëþ òîêîâ íà ïîâåðõíîñòè Σ1. Ïîñòðîèì îáëàñòü

Ω̃2, ÿâëÿþùóþñÿ âíóòðåííåé äëÿ ïîâåðõíîñòè Σ1. Ïóñòü E⃗1, H⃗1 � ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå ðà-

âåíñòâàìè (10), à E⃗2, H⃗2 � ðàâåíñòâàìè (11) ñ m = 2, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿ E⃗1,

H⃗1 îïðåäåëåíû óêàçàííûìè ðàâåíñòâàìè â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω̃2, à ïîëÿ E⃗2, H⃗2 â îáëàñòÿõ Ω1

è Ω2. Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

E⃗1 = H⃗1 = 0 â Ω1, E⃗2 = H⃗2 = 0 â Ω2.

Èç ôîðìóë (6) è (8) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Σ1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

n× E⃗−
1 = j⃗M , n× H⃗−

1 = −j⃗E , n× E⃗+
2 = j⃗M , n× H⃗+

2 = −j⃗E . (23)

Ïîñòðîèì âåêòîðíûå ïîëÿ E⃗0 = H⃗0, îïðåäåëåííûå âñþäó âíå ïîâåðõíîñòè Σ1 â âèäå

E⃗0 = E⃗2, H⃗0 = H⃗2 â îáëàñòè Ω1, E⃗0 = E⃗1, H⃗0 = H⃗1 â îáëàñòè Ω̃2. Òîãäà ýòè ïîëÿ
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

rot H⃗0 = −iωεE⃗0, rot E⃗0 = iωµH⃗0 âíå ïîâåðõíîñòè Σ1 (24)

ñ ε = ε2, µ = µ2 â îáëàñòè Ω1, ε = ε1, µ = µ1 â îáëàñòè Ω̃2, óñëîâèÿì Çîììåðôåëüäà íà
áåñêîíå÷íîñòè (ñì. [1, ñ. 126]) è èìåþò íà ïîâåðõíîñòè Σ1 êðàåâûå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ â
ñèëó ðàâåíñòâ (23) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

n× E⃗+
0 = n× E⃗−

0 , n× H⃗+
0 = n× H⃗−

0 . (25)

Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî E⃗0 ≡ H⃗0 ≡ 0 â îáëàñòè Ω1. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé
âåêòîðíîé ôîðìóëîé Ãðèíà [1, c. 130]∫

D

{(H⃗,∆F⃗ ) + (rot H⃗, rot F⃗ ) + div H⃗ div F⃗} =

∫
∂D

{(n⃗× H⃗, rot F⃗ ) + (n⃗, H⃗) div F⃗} dσ,

ãäå D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ ∂D, n⃗ � îðò âåêòîðà âíåø-

íåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂D, H⃗ è F⃗ � âåêòîðíûå ïîëÿ êëàññà C2(D) ∩ C1(D̄). Ïóñòü
DR = {x ∈ R2| |x| < R} � îòêðûòûé øàð, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ ïîâåðõíîñòü Σ1. Ïðè-

ìåíÿÿ óêàçàííóþ ôîðìóëó íà îáúåäèíåíèè îáëàñòåé Ω̃2 è DR ∩ Ω1 ê ôóíêöèÿì H⃗ = E⃗0,

F⃗ = E⃗∗
0/(ωµ), ãäå E⃗

∗
0 � ïîëå, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ñ ïîëåì E⃗0, è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

∆E⃗0 + k2E⃗0 = 0, div E⃗0 = 0
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(ñì. [1, ñ. 126]) è óðàâíåíèÿ (24), íàõîäèì∫
D

{
ωµ|H⃗0|2 −

k2|E⃗0|2

ωµ

}
dx =

=
1

ωµ

∫
|x|=R

(n⃗× E⃗0, rot E⃗
∗
0) dσ − i

∫
Σ1

{(n⃗× E⃗+
0 , H⃗

∗+
0 )− (n⃗× E⃗−

0 , H⃗
∗−
0 )} dσ. (26)

Â ñèëó óñëîâèé (25) èìååì

(n⃗× E⃗+
0 , H⃗

∗+
0 )− (n⃗× E⃗−

0 , H⃗
∗−
0 ) = (n⃗× (E⃗+

0 − E⃗−
0 ), H⃗

∗+
0 ) + ((H⃗∗+

0 − H⃗∗−
0 )× n⃗, E⃗−

0 ) = 0.

Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â âèäå [1, c. 130]

rot E⃗0 ×
r⃗

|x|
− iωµE⃗0 = o

(
1

|x|

)
, r⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè x,

è ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â ðàâåíñòâå (26), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå∫
|x|=R

|E⃗0|2 dσ → 0 ïðè R→ ∞.

Òîãäà E⃗0 ≡ 0 â îáëàñòè Ω1 [1, ñ. 140]. Çíà÷èò, E⃗0 ≡ 0 â îáëàñòè Ω1. Èç ðàâåíñòâ (23)

ïîëó÷àåì, ÷òî j⃗M = j⃗E = 0 íà ïîâåðõíîñòè Σ1.
Äàëåå óäàëèì ïîâåðõíîñòü Σ1 èç ðàññìîòðåíèÿ. Îáëàñòü Ω2 ïðîäîëæèì äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëÿ E⃗, H⃗ îïðåäåëåíû âî âñåé ðàñøèðåííîé îáëàñòè Ω2 âûðàæåíèåì (11) äëÿ

m = 2. Ó÷èòûâàÿ èõ ãîëîìîðôíîñòü â ýòîé îáëàñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî E⃗ ≡ 0, H⃗ ≡ 0 âî âñåé
ðàñøèðåííîé îáëàñòè Ω2. Òåì ñàìûì ìû ïåðåøëè ê ðàññìîòðåíèþ ñôîðìóëèðîâàííîé ëåììû
äëÿ êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé íà îäíó ïîâåðõíîñòü ñòàëî ìåíüøå. Ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó
âûøå ðàññóæäåíèþ, çàêëþ÷àåì, ÷òî j⃗M = j⃗E = 0 íà ïîâåðõíîñòè Σ2. Ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà
èíäóêöèè çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïîñòðîèì âåêòîðíûå ïîëÿ E⃗ è H⃗ âî âñåõ îáëàñòÿõ ïî
ôîðìóëàì (10)�(12) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé j⃗±E , j⃗±M , óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåîðå-
ìû 3. Ýòè ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
[1, c. 126]. Ïîñòðîèì òàêæå ôóíêöèè j⃗∗±E , j⃗∗±M ïî ôîðìóëàì (13). Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûå âåê-

òîðíûå ïîëÿ E⃗ è H⃗ äîëæíû òàêæå ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå (10)�(12) íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíûõ

òîêîâ j⃗∗±E , j⃗∗±M .

Äàëåå, ïîñòðîèì òîêè ∆j⃗±E = j⃗±E − j⃗∗±E , ∆j⃗±M = j⃗±M − j⃗∗±M . Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèÿ

(10)�(12) âìåñòî òîêîâ j⃗±E , j⃗±M òîêè ∆j⃗±E è ∆j⃗±M è ïîëàãàÿ ïîëÿ H⃗0
m, E⃗0

m ðàâíûìè íó-

ëþ âî âñåõ îáëàñòÿõ Ωm, m = 1,M + 1, ïîëó÷àåì ïîëÿ E⃗ è H⃗, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ.
Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî òîêè j⃗±E , j⃗±M è j⃗∗±E , j⃗∗±M ñîâïàäàþò, à èç ñîîòíîøåíèé (17),
(18) âûòåêàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ΣM ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà èëè
èäåàëüíî ïðîâîäÿùèì ýêðàíîì, òî íåèçâåñòíûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ â îáëàñòÿõ
Ωm, m = 1,M, áóäåì ñíîâà èñêàòü â âèäå (9)�(11), ïîëàãàÿ íà ïîâåðõíîñòè ΣM òîêè j⃗M
ðàâíûìè íóëþ. Íåèçâåñòíûå òîêè j⃗E è j⃗M óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (19)�(21) (óðàâíåíèå
(22) íå ðàññìàòðèâàåòñÿ). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (21) ïðè m =M âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (3).

Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ îïåðàòîðîâ
Km[Σ, j⃗] è Rm[Σ, j⃗], îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè (4), (5), ãäå Σ � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê çàìêíóòîé, òàê è ðàçîìêíóòîé ñ êðàåì. Ðàçîáüåì ïîâåðõ-
íîñòü Σ íà ÿ÷åéêè σi, i = 1, n, íà êàæäîé ÿ÷åéêå âûáåðåì òî÷êó êîëëîêàöèè xi, è ïóñòü
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n⃗i = n⃗(xi) � âåêòîð íîðìàëè ê ÿ÷åéêå σi â òî÷êå xi. Ïîñòðîèì íà êàæäîé ÿ÷åéêå σi ëîêàëü-
íûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e⃗1i , e⃗

2
i = n⃗i × e⃗1i â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó n⃗i. Ïðè

ýòîì âåêòîðû e⃗1i , e⃗
2
i , n⃗i îáðàçóþò ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïóñòü j⃗(x) � çàäàííîå íà ïîâåðõíîñòè Σ êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå (ò.å. j⃗(x)n⃗(x) = 0,
x ∈ Σ ), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], è ïóñòü h � äèàìåòð ðàç-

áèåíèÿ. Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü âåêòîðíîå ïîëå j⃗(x) íàáîðîì çíà÷åíèé j⃗i = j⃗(xi), i = 1, n.

Îïåðàòîðû Km[Σ, j⃗] è Rm[Σ, j⃗] àïïðîêñèìèðóåì âûðàæåíèÿìè

Km[Σ, j⃗] =

n∑
i=1

Km[σi, j⃗i], Rm[Σ, j⃗] =

n∑
i=1

Rm[σi, j⃗i], (27)

â çàïèñàííûõ îïåðàòîðàõ ñ÷èòàåì, ÷òî j⃗i � âåêòîðíîå ïîëå íà ÿ÷åéêå σi ñ ïîñòîÿííûì çíà-
÷åíèåì, ïðè÷åì j⃗in⃗i = 0. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ Am[σi, j⃗i], ñîäåðæàùèõ ãèïåðñèí-
ãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü, èñïîëüçóåì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èç ìîíîãðàôèè [1, ñ. ??], êîòîðûå
îñíîâàíû íà âûäåëåíèè â ÿâíîì âèäå ãëàâíîé îñîáåííîñòè:

Km[Σ, j⃗] = K0
m[Σ, j⃗] +K1

m[Σ, j⃗], Kk
m[Σ, j⃗](x) =

∫
Σ

e⃗k(x, y, j⃗(y)) dσy, k = 0, 1,

e⃗0(x, y, j⃗) =
−j⃗ + 3r⃗(r⃗, j⃗)

R3
, e⃗1(x, y, j⃗) = (⃗j − 3r⃗(r⃗, j⃗))

1− eikR + ikeikR

R3
+ (⃗j − r⃗(r⃗, j⃗))

k2eikR

R
,

R = |x − y|, r⃗ = (x − y)/R. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ
ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [11]:

K0
m[σi, j⃗](x) =

∫
σi

e⃗0(x, y, j⃗
∗
i (y)) dσy = grad

∮
∂σi

1

|x− y|
(n⃗(y)× j⃗∗i (y), τ⃗(y)) dsy,

ãäå j⃗∗i (y) � êàñàòåëüíîå ïîëå íà ÿ÷åéêå σi, ïîëó÷àåìîå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âåêòîðà j⃗i è
îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

j⃗∗i (y) = (n⃗i × j⃗i)× n⃗(y).

Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â îïåðàòîðàõ K1
m[Σ, j⃗] è n⃗ × Rm[Σ, j⃗] èìåþò îñîáåííîñòü

ïîðÿäêà O(1/R) ïðè R→ 0 (åñëè äëÿ îïåðàòîðà n⃗×Rm èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (7) è âíåñòè
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîä çíàê èíòåãðàëà). Èõ âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëàì âèäà

u(x) =

∫
Σ

K(x, y)φ(y) dσy, x ∈ Σ, (28)

ãäå φ(x), x ∈ Σ, � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ

j⃗(x), K(x, y) � íåêîòîðîå ÿäðî, ïðåäñòàâëÿþùååñÿ â âèäå

K(x, y) =
K∗(x, y)

|x− y|β
, K∗(x, y) ∈ C1(Σ), β = 1, 2, 3,

|K∗(x, y)| ≤ O(|x− y|β−1) ïðè β = 2, 3,∣∣∣∣∂K∗(x, y)

∂yi

∣∣∣∣ ≤ O(|x− y|β−2), i = 1, 2, 3 ïðè β = 3.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà âèäà (28), ãäå ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà
ïî Ã�åëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1]. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè u(x) âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

u(x) ≈
n∑

i=1

ui(x)φ(x
i), ui(x) =

∫
σi

K(x, y) dσy, x ∈ Σ. (29)
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Ïðèáëèæåííî èíòåãðàëû â ôîðìóëå (29) ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì òèïà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ ñ äîðàçáèåíèåì ÿ÷ååê σi è ñãëàæèâàíèåì îñîáåííîñòè â ÿäðå K(x, y). Ðàçîáüåì
äîïîëíèòåëüíî êàæäóþ ÿ÷åéêó σi íà áîëåå ìåëêèå ÿ÷åéêè σpi , p = 1, P . Ïóñòü h′ � ìàêñè-

ìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê σpi , p = 1, P , i = 1, n. Ïîëîæèì

ũi(x) =

P∑
p=1

Kε(x, x
p
i )s

p
i , Kε(x, y) = K(x, y)θε(|x− y|), (30)

ãäå spi � ïëîùàäü ÿ÷åéêè σpi , xpi ∈ σpi � óçëû (â äàííîì ñëó÷àå âûáîð óçëà ïðîèçâîëåí íà
ÿ÷åéêå σpi ), θε(r) � ñãëàæèâàþùàÿ ôóíêöèÿ, âûáèðàåìàÿ òàê, ÷òî θε(r) ∈ C1[0,∞), θε(r) = 1
ïðè r ≥ ε, 0 ≤ θε(r) ≤ C0r/ε ïðè 0 ≤ r ≤ ε, C0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò r è ε.
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü θε(r) = 3(r/ε)2−2(r/ε)3, ïðè ýòîì ε � ìàëûé ïàðàìåòð, êîòîðûé
äàëåå âûáèðàåòñÿ ðàâíûì ε = 2h′.

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ïîãðåøíîñòè ∆(x) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (30):

∆(x) = u(x)− ũ(x), ũ(x) =
n∑

i=1

ũi(x)φ(x
i).

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîâåðõíîñòè Σ. Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ Σ ïî-
ñòðîèì ñïåöèàëüíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3 ñ öåíòðîì O = x, â
êîòîðîé îñü Oξ3 îðòîãîíàëüíà ïîâåðõíîñòè, è äëÿ êàæäîãî r > 0 â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ïîñòðîèì öèëèíäð

C[x, r] = {ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)| |ξ21 + ξ22 | ≤ r, |ξ3| ≤ r}.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî åñëè r ≤ r0, òî ïîâåðõíîñòü Σ[x, r] = Σ ∩ C[x, r] �
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ξ3 = ψ(ξ1, ξ2), ãäå ψ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

ψ ∈ C2(Sr), ψ = ∂ψ/∂ξi = 0 ïðè (ξ1, ξ2) = (0, 0),

|∂ψ/∂ξi| ≤ 1/2 ïðè (ξ1, ξ2) ∈ Sr, i = 1, 2,

Sr � ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè Σ[x, r] íà ïëîñêîñòü Oξ1ξ2.
Òåïåðü ðàçíîñòü ∆(x) ïðåäñòàâèì â âèäå

∆(x) = ∆1(x) + ∆2(x), ∆1(x) =

∫
Σ

K(x, y)φ(y) dσy −
n∑

i=1

ui(x)φ(x
i),

∆2(x) =

n∑
i=1

ui(x)φ(x
i)−

n∑
i=1

ũi(x)φ(x
i).

Äëÿ ðàçíîñòè ∆1(x) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|∆1(x)| =
∣∣∣∣ n∑
i=1

{∫
σi

K(x, y)(φ(y)− φ(xi)) dσy

}∣∣∣∣ ≤ Chα
∫
Σ

|K(x, y)| dσ ≤ Chα∥φ∥α,

ãäå

∥φ∥α = sup
x∈Σ

|φ(x)|+ sup
x,y∈Σ
x ̸=y

|φ(x)− φ(y)|
|x− y|α

,

à ÷åðåç C îáîçíà÷åíû êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïîâåðõíîñòè Σ, ÿäðà K(x, y) è ïàðà-
ìåòðà α, ïðè÷åì â ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèÿõ çíà÷åíèå êîíñòàíòû C, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íî.
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Ðàçíîñòü ∆2(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆2(x) = ∆21(x) + ∆22(x), ∆21(x) =
∑

σp
i : |x−xp

i |<ε+h′

φ(xi)

∫
σp
i

(K(x, y)−Kε(x, x
p
i )) dσy,

∆22(x) =
∑

σp
i : |x−xp

i |≥ε+h′

φ(xi)

∫
σp
i

(K(x, y)−K(x, xpi )) dσy.

Äëÿ âåëè÷èíû ∆21(x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆21(x)| ≤ ∥φ∥α
∑

σp
i : |x−xp

i |<ε+h′

(∫
σp
i

|K(x, y)| dσy + |Kε(x, y)|spi

)
≤ C∥φ∥α

( ∫
Σ[x,4h′]

dσy
|x− y|

)
.

Ïåðåõîäÿ â ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ïîëó÷àåì îöåíêó

|∆21(x)| ≤ C∥φ∥αh′(1 + | lnh′|).

Ìîäóëü ñóììû ∆22(x) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

|∆22(x)| = ∥φ∥α
∑

σp
i : |x−xp

i |≥ε+h′

∫
σp
i

|K(x, y)−K(x, xpi )| dσy.

Ïðåäñòàâèì ðàçíîñòü â ïîñëåäíåì ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â âèäå

K(x, y)−K(x, xpi ) =
K∗(x, y)−K∗(x, xpi )

|x− y|β
+K∗(x, xpi )

(
1

|x− y|β
− 1

|x− xpi |β

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè |x− xpi | ≥ ε+ h′, y ∈ σpi âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|y − xpi | ≤ h′, |y − x| ≥ 2h′, |x− xpi |/2 ≤ |x− y| ≤ 2|x− xpi |.

Òîãäà

|K(x, y)−K(x, xpi )| ≤
Ch′

(|x− y|+ h′)2
è |∆22(x)| = Ch′∥φ∥α

∫
Σ

dσy
(|x− y|+ h′)2

.

Ðàçáèâàÿ ïîâåðõíîñòü Σ íà ÷àñòè Σ[x, r0] è Σ \Σ[x, r] è ïåðåõîäÿ â èíòåãðàëå ïî ïîâåðõ-
íîñòè Σ[x, r0] â ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå x, íåñëîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó

|∆22(x)| = C∥φ∥αh′(1 + | lnh′|).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, îêîí÷àòåëüíî èìååì

|u(x)− ũ(x)| ≤ C∥φ∥α[hα + h′(1 + | lnh′|)].

Äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàêîíåö, îñóùåñòâèì äèñêðåòè-
çàöèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (19)�(22).

Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ñõåìû ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòè Σm, m = 1,M, íà ñèñòåìó ÿ÷ååê
σi, i = 1, N. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè σi âûáåðåì òî÷êó êîëëîêàöèè xi, îðò âåòîðà íîðìàëè
n⃗i = n⃗(xi) è ïîñòðîèì ëîêàëüíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íàïðàâëÿþùèìè
âåêòîðàìè e⃗1i è e⃗2i = n⃗i × e⃗1i â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè.
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Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ òîêîâ j⃗E è j⃗M â òî÷êàõ êîëëîêàöèè: j⃗E,i ≈ j⃗E(x
i)

è j⃗M,i ≈ j⃗M (xi), i = 1, N, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (19)�(22) â òî÷êàõ êîëëîêàöèè è àïïðîêñè-
ìèðóÿ èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îïèñàííûìè âûøå êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, îñíîâàííûìè
íà àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèé (27). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

−1

2
j⃗M,i −

∑
j: σj∈Σ1

i

ωε1
n⃗i ×K1[σj , j⃗E,j ] +

∑
j: σj∈Σ1

n⃗i ×R1[σj , j⃗E,j ]n⃗× [Σ1, j⃗M ] =

= f⃗+1 (xi), i : σi ∈ Σ1, (31)

−1

2
j⃗M,i +

i

ωεm

∑
j: σj∈Σm−1

n⃗i ×Km[σj , j⃗E,j ]−
∑

j: σj∈Σm−1

n⃗i ×Rm[σj , j⃗M,j ]−

− i

ωεm

∑
j: σj∈Σm

n⃗i ×Km[σj , j⃗E,j ] +
∑

j: σj∈Σm

n⃗i ×Rm[σj , j⃗M,j ] =

= f+m(xi), i : σi ∈ Σm, m = 2,M, (32)

−1

2
j⃗M,i +

i

ωεm+1

∑
j: σj∈Σm

n⃗i ×Km+1[σj , j⃗E,j ]−
∑

j: σj∈Σm

n⃗i ×Rm+1[σj , j⃗M,j ]−

− i

ωεm+1

∑
j: σj∈Σm+1

n⃗i ×Km+1[σj , j⃗E,j ] +
∑

j: σj∈Σm+1

n⃗i ×Rm+1[σj , j⃗M,j ] =

= f−m(xi), i : σi ∈ Σm, m = 1,M − 1, (33)

−1

2
j⃗M,i +

i

ωεm+1

∑
j: σj∈Σm

n⃗i ×Km+1[σj , j⃗E,j ]−
∑

j: σj∈Σm

n⃗i ×Rm+1[σj , j⃗M,j ] =

= f−m(xi), i : σi ∈ Σm, m =M. (34)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû, ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó j⃗ âåêòîðû u⃗ = n⃗i×Km[σj , j⃗](x
i)

è v⃗ = n⃗i ×Rm[σj , j⃗](x
i), îðòîãîíàëüíûå âåêòîðó n⃗i. Ïðè ýòîì âåêòîð j⃗ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî

áàçèñó e⃗1j , e⃗
2
j , à âåêòîðû u⃗ è v⃗ � ïî áàçèñó e⃗1i , e⃗

2
i :

j⃗ = j1e⃗
1
j + j1e⃗

2
j , u⃗ = u1e⃗

1
i + u2e⃗

2
i , v⃗ = v1e⃗

1
i + v2e⃗

2
i .

Äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ îïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòíîì âèäå ðàâåíñòâàìè

up =
2∑

q=1

apqij jq, vp =
2∑

q=1

bpqij jq,

apqij = (n⃗i ×Km[σj , e⃗
q
j ](x

i), e⃗pj ), bpqij = (n⃗i ×Rm[σj , e⃗
q
j ](x

i), e⃗pj ); (35)

çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Òåïåðü ñèñòåìó îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (31)�(34) çàïèøåì â êîîðäèíàòíîì âèäå. Ðàçëîæèì

íåèçâåñòíûå âåêòîðû j⃗E,i è j⃗M,i ïî âåêòîðàì ëîêàëüíûõ áàçèñîâ:

j⃗E,i = j1E,ie⃗
1
i + j2E,ie⃗

2
i , j⃗M,i = j1M,ie⃗

1
i + j2M,ie⃗

2
i , i = 1, N.
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Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò èñêîìûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

−1

2
jpM,i +

∑
j=1,N
q=1,2

a±pq
ij jqE,j +

∑
j=1,N
q=1,2

b±pq
ij jqM,j = f±p

i , i = 1, N, p = 1, 2,

a+pq
ij = − i

ωεm
(n⃗i ×Km[σj , e⃗

q
j ], e⃗

q
i ), b+pq

ij = (n⃗i ×Rm[σj , e⃗
q
j ], e⃗

q
i )

ïðè σi ∈ Σm, σj ∈ Σm, m = 1,M,

a+pq
ij =

i

ωεm
(n⃗i ×Km[σj , e⃗

q
j ], e⃗

q
i ), b+pq

ij = −(n⃗i ×Rm[σj , e⃗
q
j ], e⃗

q
i )

ïðè σi ∈ Σm, σj ∈ Σm−1, m = 2,M,

a−pq
ij =

i

ωεm+1
(n⃗i ×Km+1[σj , e⃗

q
j ], e⃗

q
i ), b−pq

ij = −(n⃗i ×Rm+1[σj , e⃗
q
j ], e⃗

q
i ) (36)

ïðè σi ∈ Σm, σj ∈ Σm, m = 1,M,

a−pq
ij = − i

ωεm+1
(n⃗i ×Km+1[σj , e⃗

q
j ], e⃗

q
i ), b−pq

ij = (n⃗i ×Rm+1[σj , e⃗
q
j ], e⃗

q
i )

ïðè σi ∈ Σm, σj ∈ Σm+1, m = 1,M − 1,

a±pq
ij = b±pq

ij = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

f±p
i = (f±(xi), epi ), i = 1, N, p = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (36) ñ êâàäðàòíîé
ìàòðèöåé îòíîñèòåëüíî 4N íåèçâåñòíûõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ΣM ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùå-
ãî òåëà (çäåñü ΣM ìîæåò áûòü êàê çàìêíóòîé, òàê è ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ), çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé (36) ñî ñëåäóþùèìè îòëè÷èÿìè: ìû ïîëàãàåì, ÷òî jqM,j = 0

ïðè q = 1, 2, σj ∈ ΣM , òîãäà óðàâíåíèÿ (36) íà ïîâåðõíîñòè ΣM ïðèíèìàþò âèä∑
j=1,N
q=1,2

a+pq
ij jqE,j = f+p

i , σi ∈ ΣM , p = 1, 2,

óðàâíåíèÿ (36) ñ èíäåêñîì � − � íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè σi ∈ ΣM (ò.å. ìû íå ðàññìàòðèâàåì
óðàâíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû). Â äàííîì ñëó÷àå
ìû èìååì ñèñòåìó ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé îòíîñèòåëüíî 4(N − 1) + 2N íåèçâåñòíûõ.
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